Molekiile und Warmestatistik
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1 Molekiilbindung

Ein Molekiil bestehe aus zwei Atomkernen A und B und zwei Elektronen.

a) Wie lautet der Ansatz fiir die symmetrische Wellenfunktion in der Mo-
lekiilorbitalndherung?

Losung:
Der Ansatz fiir eine symmetrische Wellenfunktion eines 2-atomigen Mo-
lekiils mit zwei Elektronen lautet:

U (ry,r2) = ¥ (r1) - ¥ (r2) (1)

wobel r; und ro die Koordinaten der beiden Elektronen sind. Bei der Mo-
lekiilorbitalndherung wird die Wechselwirkung zwischen den beiden Elektro-
nen vernachlissigt. Die Gesamtwellenfunktion ist das Produkt der Lésungen
des Molekiils mit nur einem Elektron (LCAO-Nédherung):

1
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(®a(r) + ®p(r)) (2)

Zusammen ergibt sich also

W (ry,1ry) = c[@a(ry) + @p(r1)] - [Pa(rz) + Pp(r)] (3)

b) Zerlegen Sie diese Wellenfunktion in einen Anteil ionischer und einen
Anteil kovalenter Bindung.

Losung: Zunéchst wird die Wellenfunktion ausmultipliziert:

W (ry,ry) = c[®a(r1)Pa(rz) + Pp(r1)Pp(rz) (4)
+® 4 (r1)Pp(rz) + Pp(ry)Pa(rs)]
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Die beiden Terme in der ersten Zeile beschreiben den Fall, dass beide Elek-
tronen jeweils an einem der beiden Atome sind (— ionische Bindung). Die
beiden Terme in der zweiten Zeile beschreiben den Fall, dass ein Elektron
an einem Kern ist und das andere am anderen Kern (— kovalente Bindung).
Die Gesamtwellenfunktion lasst sich also als Summe eines ionischen und eines
kovalenten Anteil darstellen:

v (rla 1‘2) = ‘Ilionisch (rla 1‘2) + ‘Ijkovalent (rla 1'2) (5)

Anmerkung:
Bei der Molekiilorbitalndherung wird der ionische Anteil der Bindung
iiberschétzt. Daher liefert der folgende Ansatz bessere Ergebnisse:

v (I‘l, I'2> = (1 - /\)\Ilionisch (rb I‘2> + (1 + )\)\Ilkovalent (rh r2) (6)

c) Wie ist die relative Spinstellung der Elektronen in diesem Fall? Welches
Prinzip liegt dem zugrunde?

Losung

Da die Gesamtwellenfunktion von Fermionen unter Teilchenaustausch an-
tisymmetrisch sein muf, und da die Ortswellenfunktion W (r;,ry) symme-
trisch ist, mufl die Spinwellenfunktion antisymmetrisch sein.

Die Spinwellenfunktion lauten bei parallelen Spins:

o' . g"P ms = +1
o(S=1)=( g .gdown  glown . guw m = (7)
O.doum X O.doum ms = -1

Bei antiparallelen Spin lautet die Spinwellenfunktion:
O'(S — 0) — gup. O_down _ O_down .o (8)

Wie man leicht nachrechnen kann, sind die Wellenfunktionen fiir paralle-
le Spins symmetrisch, und die fiir antiparallele Spins antisymmetrisch. Die
Spins der beiden Elektronen sind daher antiparallel.

2 Molekiilrotationen

In der Vorlesung haben wir die Elektronenbewegung von der Kernbewegung
absepariert (Born-Oppenheimer-Niherung). Nun wollen wir die Kernbewe-
gung naher betrachten. Zunéchst soll der Abstand der beiden Kerne konstant
sein. Wir betrachten nur die Rotation des Molekiils.
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a) Geben Sie das Triagheitsmoment des abgebildeten Molekiils an und be-
stimmen sie daraus die (klassische) Rotationsenergie des Molekiils.

Losung:
Die klassische Rotationsenergie lautet:

1 J2
Erot = —Iw® =

glw =157 (9)

wobei I das Triagheitsmoment und |J| = Iw der Betrag des Drehimpulses des
Molekiils ist. Anhand der Skizze lasst sich das Trigheitsmoment bestimmen:

I = MR?+ MyR? = MR? 10
1 2

wobei M = J\%f& die reduzierte Masse des Molekiils ist. Damit ergibt sich

fiir die Rotationsenergie:
J2
Eop=—— 11
" 2MER? (1

b) Bestimmen Sie aus der klassischen Rotationsenergie die quantenmecha-

(J(J+1)R2
2M R? )

nischen Rotaionsniveaus. (Ergebnis: F,, =

Loésung:
Fiir die Eigenwerte des Betrags eines quantenmechanischen Drehimpulses
J gilt:
J2=J(J +1)n? (12)

mit J = 0, 1, 2, ... Damit ergibt sich fiir die Rotationsenergie:

(J(J +1)h?

Ero =
' 2M R2

(13)

c) Bestimmen Sie dem Energieunterschied zwischen zwei benachbarten
Rotaionsniveaus die Wellenldnge der elektromagnetischen Strahlung,

3



die bendtigt wird um das Molekiil vom Anregungszustand J ind den
Zustand J + 1 anzuheben. Geben sie diese Wellenldnge und die zu-
gehorige Energie fiir das Ho-Molekiil an. (Masse eines H-Atoms: My =
8,35 - 10~2 kg, Gleichgewichtsabstand Ry = 0,742 A)

Losung:
Der Abstand zwischen zwei Rotationsniveaus betrigt:
_ (J+ R
AFE,p(J) = Eroi(J + 1) — Epi(J) = NI (14)

Um einen Ubergang von J nach J+1 anregen zu kénnen, benétigt ein Photon
die Energie AFE,,(J). Damit ergibt sich fiir die Wellenlédnge:

he B he2 M R? dmeM R?

AErot(n]) (J + 1)h2 (J + 1)h ( )
Die reduzierte Masse des Ho Molekiils ist:
M2
M= =05M 1
My 0.5Mp (16)
Mit den angegebenen Zahlenwerten ergibt sich fiir das Hy-Molekiil:
1
A= 82.13um-— 17
AE,.; = 15.1meV(J +1) (18)

Die Rotationsenergien sind damit um 3 Gréfenordnungen kleiner als die
elktronischen Anregungsenergien im eV-Bereich.

3 Molekiilvibration, Molekiilspektroskopie

Wir betrachten nun ein Molekiil das nicht rotiert (J=0), aber dafiir ist der
Abstand R der beiden Atomkerne nicht mehr konstant. Die Kerne kénnen
also gegeneinander schwingen. Die Schrodingergleichung fiir die Radialbewe-
gung lautet:

R I1 d ,dS
— === — | —E, =F- 1
ot |an () ~ Bul®)] sR)=E-5(R) (19
Fiir die potentielle Energie zwischen den beiden Kernen ist das Morse-Potential
eine sehr gute Ndherung:

Epot(R> _ Ediss (1 o e—a(R—Ro))Q (20)

Da die Losung der Schrodingergleichung mit Morse-Potential kompliziert ist,
wollen wir uns hier auf die harmonische Néherung beschréinken.
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a) Geben Sie die Entwicklung des Morse-Potentials bis zur 2. Ordnung
an, und bringen Sie es auf die Form E,q(R) ~ k(R — Ro)*.

Lo6sung:
Zunéichst wird das Morse-Potential um R, entwickelt:

Epu(R) =~ Eypu(Ro) + Elpy(Ro)(R — Ro) + ~E"(Ro)(R — Ro)? (21)

9 pot
1
= §2a2Ediss(R - R0>2 (22)
1
= (R~ Ro)? (23)

wobei k = 2a%Ejss.
b) Geben Sie die Energiecigenwerte fiir dieses Potential an.

Losung: Das Potential E,,(R) = $k(R — Rp)? ist das Potential eines ein-
dimensionalen harmonischen Oszillators. Die zugehorigen Energieeigenwerte

lauten: .

wobel w = \/% und M die reduzierte Masse ist.

¢) Berechnen Sie die Anregungsenergien fiir die harmonischen Energie-
niveaus fiirs Hy-Moleiil (Dissoziationsenergie Fgss = 4.75eV, aRy =
1,44)

Lo6sung:
Die Anregungsenergie entspricht dem Unterschied zwischen zwei Energie-
niveaus:

AE=F, - FE,=hv (25)
Fiirs Ho-Molekiil ergibt sich damit:

2a2Ediss
AE =hy| — =771 2
\/ 0510 TT1meV (26)

Die Vibrationsanregungen sind immer noch um eine Gréflenordnung kleiner
als die elektronischen Anregungen, aber deutlich gréfier als die Rotationsan-
regungen.

d) Zwischen welche Vibrationsniveaus unterschiedlicher elektronischer Ni-
veaus sind elektromagnetische iibergédnge besonders wahrscheinlich?

b}
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Abbildung 1: elektronische Energieniveas (rot) mit Vibrationsanregungen

(scharz)

Losung:

Die Uberganswahrscheinlichkeit héingt unteranderem vom Uberlapp der
Wellenfunktion im angeregtem Zustand und der Wellenfunktion im Endzu-
stand ab. Damit sind Ubergéinge besoders wahrscheinlich, wenn beide Wellen-
funktionen an der selben Stelle ein Maximum haben. Die Maxima der Wellen-
funktionen miissen beim selben Abstand R der beiden Atomkerne liegen, da
bei Molekiilen nur senkrechte Ubergéinge moglich sind, also nur iibergéinge bei
denen sich der Abstand der Atomkerne nicht &ndert. Der Abstand kann sich
bei einem Ubergang nicht éndern, da die Elektronenbewegung viel schneller
ist als die Kernbewegung (—Born-Oppenheimer-Naherung).

e) Erkldren Sie die Funktionsweise eines Wellenlangenschiebers, wie er bei
Weifimachern zum Einsatz kommt. (Ein Wellenlédngenschieber verrin-
gert die Wellenlénge eines einfallenden Protons. Meist wird UV-Licht
in blaues Licht umgewandelt)

Losung:

Wellenlédngenschieber sind organische Molekiile. Ein UV-Photon regt das
Molekiil aus dem Grundzustand in den ersten elektronischen Zustand an. Au-
Berdem wird das Molekiil in einen hohen Vibrationszustand versetzt. Zunéchst
geht das Molekiil durch Strahlungslose Uberginge in einen niedrigen Vibrati-
onszustand iiber. Da erfolgt der elektromagnetische Ubergang in den Grund-



zustand. Das dabei freiwerdende Photon hat eine Wellenlénge im sichtbarem

Bereich (meistens blau).

Bei Weiimachern im Waschmittel werden Wellenldngenschieber einge-
setzt, um einen Grofleren Bereich des Spektrums sichtbar zu machen. Da-

durch erscheint die Wische weif3er.

4 Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung

a) Fithren Sie die Maxwell’sche Verteilung fiir die Teilchenzahl pro Ge-

schwindigkeitsintervall

w

n(v, T)dv = 47v? <2 TZT)i e 2k du
m

in eine Verteilung n(E,T)dE iiber.

Losung:
Wir nehmen folgende Variablensubstitution vor:

1

E = —mv?
2

2k

=0 = |/ —

m

1
=dv = dE
2mkE

Das setzen wir jetzt in die Geschwindigkeitsverteilung ein

n(E,T)dE = 47TE( m >eET L g
m \2wkT 'mE
3
S n(E,T)E = —-\E (i) e dE
NZ3 kT

b) Berechnen Sie die mittlere Energie < £ >.
(Hinweis: [ 2%/2e™ = 2,/7)

Losung:

(27)

(31)

(32)



Mit der Variablensubstitution

E
E = zkT (36)
dE = kTdzx (37)
ergibt sich fiir die mittlere Energie
<E> 2kT/Ood 2¢77 (38)
= — rxr2e
VT o

Mit dem angegebenem Integral ergibt sich dann

3
< E>= §kT (39)

c) Welcher Anteil der Teilchen hat eine Energie, die nicht mehr als £1%
vom Energiemittelwert abweicht?
(Hinweis: In diesem Bereich kann n(E,T) als konstant angenommen
werden.)

Losung:

Da die Verteilung n(E,T) als konstant angenommen werden kann ergibt
sich fiir den Anteil A der Teilchen, die nicht mehr als 1% vom Energiemit-
telwert abweichen:

A = n(<E>T)002<E> (40)
_ % ;kT(kT)Se%fTT .o,ozng (41)
- % ;%e i-o,ozng (42)
_ % (;)go,me—? (43)

Es ergibt sich also folgender Anteil:

A~ 0.93% (44)



