Musterlosung: Spektroskopie und Streuung
TU Miinchen - Sommersemester 08

1 Streuung am Coulomb-Feld

a) Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist gegeben durch:

do b |db
) =~ |= 1
(dQ)e sind ‘d@ M

Der Zusammenhang zwischen Stossparameter b und Ablenkwinkel 6 ist

b= £cot%& mit C' =

=% « 27 e? ()

TEQ

Im wesentlichen muss db/df berechnet werden, dazu werden folgende Ersetzungen durchgefiihrt:

corly = 0520 3)
2 smée
sinf = 2- cos1 -0 - sz’nl -0 4)
2 2
do _C 005%9 1 C 005%9 ! s
H(d_Q)e B 2-E.Sin%9‘2~COS%~9~Sin%-9.2-E‘(Siﬂ%@) ©)
1 772 \* 1 COS%Q ' 6
T8 (47‘(’60 . E) sin®30 . <sm%0> ©
Die Ableitung:
cos%@ ' —%sin%@ . %sin%& — %COS%Q . %cos%@
(sin%@) - sin?%0 ™
_ lsin®30 4 cos’30 1 o
D) sz’n%@ 2. 3in2%9 ®)

Es folgt der differentielle Wirkungsquerschnitt:

do 77 \* 1
— |- = — )
st/ , 16mey - E' ) sint30

Was der bekannte Rutherford-Wirkungsquerschnitt ist.
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b) Es zeigen sich klare Abweichungen vom erwarteten Verhalten fiir die Streuung am Coulombfeld
einer Punktladung. Wenn man sich die Formel fiir den Zusammenhang von Stossparameter b
und Ablenkwinkel 6 ansieht o

1
— ot 1
b 5 cot29 (10)

erkennt man, dass bei hohen Energien und konstantem Winkel der Stossparameter abnimmt.
Gleiches gilt fiir konstante Einschussenergie und ansteigendem Polarwinkel . Ab einem
gewissen minimalen Stossparameter b,,;,, kommen die kurzreichweitigen (hier attraktiven) starken
Kernkrifte ins Spiel. Die z.B. sonst unter 60° abgelenkten Teilchen werden dann eher zum Kern
hin gezogen, was hier den Wirkungsquerschnitt einbrechen lidsst. An der Stelle wo der Einfluss
der Kernkrifte den Coulombanteil zu stark beinflusst wird praktischerweise der Kernradius
festgemacht.

¢) Die Abschitzformel ry ~ rq- A3 geht im wesentlichen davon aus, dass sich der Kernradius
(bei kugelformigen Kernen) einfach durch das aufeinanderstapeln von kleinen Kiigelchen zum
Kern berechnen lisst. Der Radius wiichst entsprechend mit A'/3. Dieser Radius sollte dann in
etwa einem minimalen Radius 7,,;, entsprechen, der mit dem minimalen Stossparameter b,,,;,,
aus Aufgabe b) wie folgt zusammenhingt: 0,,;, = Tpmin + Tge. Also der Summe aus dem
Targetkernradius (Gold) und dem Projektilradius (Helium). b,,,;,, ergibt sich dann zu:

Dinin = Tmin + Ti1e = 70 - AL> + 70 - AY2 =1.2.107%m - (1973 4 41/3) =8.89fm (11)

(Fiir Helium ist die Ndherungsformel eigentlich nicht giiltig) b,,,;,, wird jetzt mit Gleichung 10
mit den Werten £/ ~ 27MeV, 0 = 60°, Z = 2 und Z' = 97 berechnet:

1 1
boninn = 77'e? . - cot—0 12
Ireg 27 ¢ T oTE " (12)
_ %297 ¢ ! t160°—896f (13)

T lne © Yo7 106y Pt TR

Im zweiten Fall ist die Energie konstant bei £ = 10M eV und der Winkel fiir die Abweichung
wurde zu 6,,;, = 115° geschitzt. Die Rechnung lauft dquivalent:

1 1
Bimin Z27'e* - - cot—0 14
dre, 27 T2 E T (14
L %297 .¢2 L t1115° 9.07f (15)
= -I97-e" s ——————— - col— = 9. m
47eq 2-10-10%eV 2

Die drei berechneten Werte liegen also alle nahe beieinander.

d) Zum einen kann es bei dicken Targets zu Mehrfachstreuungen kommen, was natiirlich die
Messergebnisse verschmiert. Weiterhin ist die Definition des totalen Wirkungsquerschnitts da-
rauf angewiesen, dass sich die einzelnen Wirkungsquerschitte von jedem Streuer nicht iiberlagern.
Wiirde man z.B. die Targetdicke stark vergrossern wiirde jedes Teilchen abgelenkt werden, eine
Messung des totalen Wirkungsquerschnitts wire damit hinfillig.
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e) Die Luminositit berechnet sich zu:
N N 1
A ol m2s

do Z7'¢2 \? 1 1
— ) = =1.44-10"m?.
(dQ)e (mmo - E) sin10 " sinile

(16)

7)

Mit N = L - (do /dQ) - AQ und dem Raumwinkelelement AQ = A/r? = 4.10~* ergeben sich

folgende Zahlraten:

0=5:N=47/s
0 =10°: N =0.29/s
0 =25°: N =0.0077/s

2 Mikrowellenabsorption

Zunichst kann man die Frequenz und die Energie des Rotationsiibergangs berechnen:

Vig. = 2¢-Be-(J;+1) mit B, = 201/m und J; = 1

= 2.41-10"s7!
— Fryy = hv=16-10"%2J

Die thermische Enerige Ey, ergibt sich bei 100 K und bei 300 K zu:

Epn(100K) = kp-T=1.38-10"2'J
En(300K) = kp-T=4.14-10"2'J

(18)
(19)
(20)
21

(22)
(23)
(24)

(25)
(26)

Man kann also die Ndherung machen hv << kgT. Um den Absorptionskoeffizienten o =
[Ny — (gx/9:)N;] 041 zu berechnen sind die Besetzungsdichten N; und Ny zu bestimmen. Die
Anzahldichten aller Molekiile bei dem Druck p = 1mbar = 10?Pa und den Temperaturen

T =100K und T' = 300K sind:
p = N-kg-T
— N = p/(kp-T)
— N(100K) = 7.25-10"m™®
N(300K) = 2.42-10%m™3
Die Besetzungsdichte im absorbierenden Niveau N; ist:

2-J;+1
Ny = Gy e

27)
(28)
(29)
(30)
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mit der angegebenen Zustandssumme Z = Y g,e /¥ Wobei E, = E,pin = h-c- B, -
Jn(J + 1). Der Entartungsgrad g, ist gegeben durch g,, = (2.J,, + 1). Der exp-Faktor gibt die
Wichtung der Besetzung an. Die Zustandssumme kann jetzt auf zwei Arten berechnet werden:
a) durch einfaches aufsummieren iiber alle J-Werte:

Zn = (2J,+1)- e~ (h-c:Be-Jn(Jn+1)) /KT (32)
(h-c-B,)/kT = 0.029 (33)
Zy = 1-e=1 (34)
Zy = 3.e0029%2_93g (35)
Zy = 5-e 00296 — 49 (36)
Zy = T.e 00212 _5) (37)
Zy = 9.70029%20 _ 505 (38)
Zs = 11-¢7002930 — 4 62 (39)
Zg = 13.70092 -39 (40)
Zy = 15.e70029%56 — 3 41)
Zy = 17700212 _ 91 (42)
Zy = 19.¢7002990 — 14 (43)
Zio = 21 00294110 _ (g (44)
Zy = 23.e7002%132 _ (5 (45)
Ty = 25. e—0:029%156 _ (y 3 (46)
Ty = 27 p—0-029%182 __ y 1 (47)
— 7 = 3438 (48)

Was allerdings ziemlich aufwendig ist. Einfacher geht die Ndherung iiber die Integration (da
man liber ganze Zahlen summiert ist die Breite gleich 1, also Summe ungeféhr gleich Integra-
tion):

kT
h- B,
Die Stammfunktion kann man relativ enfach bestimmen: Wenn man die Exponentialfunkion
ableitet, kommt genau der Vorfaktor (2.J + 1) - h%e heraus. Also ist die Stammfunktion:

7~ / (2] + 1)e=(reBe JUTI/RT g 1 — = 34.56 (49)
0

kT
B . ,—(h-c:Be-J(J+1))/kT 50
T . (50)

Mit den Grenzen 0 und oo erhilt man obiges Ergebnis. Daraus folgt fiir die Besetzungsdichte
im absorbierenden Niveau mit J; = 1:

(2-J;+1)

Z N e Erot/kT — 5 6. 10% (51)

Ni(J;) =



Der Absorptionskoeffizient « ist:

a = [N; — (9i/gr) NiJoi
Wobei die Besetzung im Zustand N, gegeben ist durch

Nk‘ — N’L . g_k . e_AETOt/kT

2

Man sieht, dass der Faktor g; /g herausfillt.

o = [NZ . (1 — e_AErot/kT)]o-lk
a(100K) = 6.1-107*
a(300K) =7.6-107°

Und damit ergibt sich die Absorption gemiss

L(v) = Iy - e

Zu
L gora07 _ g 99939
1o
Lo pme10t g 999994
Io

3 Linienverbreiterung

a) Aus der Formel fiir die dopplerverschobene Strahlungsleistung

P(w) = P(wy) - e™lele=wo)/ ()]

(52)

(53)

(54)
(55)
(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

muss man die Breite bei halber Hohe bestimmen (P(w) ist eine Gaussverteilung). Also P(w) =

1/2P(WO)

1/2P(wy) = P(wp) - o~ [e(w—w0)/(wo-vw)]?
—v/=n(1/2) = c(w—wo)/(wo - vu)
— VIn(2) - (wo - vw)/c = w—wy=1/2Aw
—Aw = 2-4/In(2) - (wy - vy)/c

(61)
(62)
(63)
(64)

Jetzt muss noch die wahrscheinlichste Geschwindigkeit v,, = \/(2kp - T'/m) eingesetzt wer-

den:

Aw = (wo/c) - \/8kp - T -In(2)/m
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mit v = w/27 erhilt man schliesslich:

Av = (1/c) - \/8kp - T -In(2)/m (66)
b) Als erstes wird dir Frequenz aus der angegebenen Wellenlidnge g = 589.1nm berechnet:

Vo = Ai — 508 10“H >~ (67)
0

Die Masse m berechnet sich zu:
m= M/N, = 3.82-10 kg (68)
Mit der Temperatur von T" = 500K erhélt man dann eine Dopplerbreite von:
Av=17-10°Hz> (69)

Die Wellenldngenverbreiterung ergibt sich zu:

A= dh=—Sdv=2-10"mm (70)
v v
¢) Die natiirliche Linienbreite eines Ubergangs ist gegeben durch: dv = % (Tl + %) Das
Zielnineau ist der Grundzustand, also ist 7, = oo. Daraus folgt:
1
dv=——"——=995-10%"=9.95MH 71

YT 16109 - 2n i © (71)

Die Wellenldngenverbreiterung ergibt sich zu:
A=S o dh= —Sdv=1.14-10""nm (72)

v v

d) Der y-Achsenabschnitt der Auftragung aus Abb. 1 ergibt 1/7P°"" aus der Steigung erhélt
man den elastischen Streuquerschnitt Jflas. np - v4p kann wie in der Vorlesung durch Druck p
und Temperatur 7" ausgedriick werden.

e) Wie aus der Vorlesung bekannt, nimmt die Linienverbreiterung linear mit dem Druck zu.
Daher auch die Angabe im Aufgabenblatt. Die Frequenzverbreiterung berechnet sich zu:

dv =0.071/(s - Pa)-10° - p (73)
bei p = 1.013 - 105 Pa (Normaldruck) ergibt sich
dv ="7.09-10°Hz (74)

bei einer Grundfrequenz von v = ¢/\ = ¢/(589.1nm) = 5.09-10' H z. Die Wellenléingenverbreiterung
ist dann

A= N = —Sdv=82-10"%m (75)
14 14
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Figure 1: Inverse effektive Lebensdauer als Funktion der Dichte des Stossparterns B. Bild aus
Demtroder Experimentalphysik 3.

Fiir p = 10bar = 10°Pa ergibt sich dv = 7-10'° Hz und d\ = 8.1 - 10~ 2nm.

f) Man sieht, dass die natiirliche Linienbreite um ca. 2 Grossenordnungen kleiner ist als die der
Druckverbreiterung bei Normaldruck bzw. der Dopplerverbreiterung. Bei hohen Driicken und
Temperaturen konnen eng benachbarte Linien, wie bei der Natrium-D Doppellinie iiberlappen.
Ein kontinuierliches Spektrum kann erzeugt werden, indem z.B. ein freies Elektron mit der
kinetischen Energie F;, von einem zuvor ionisiertem Atom eingefangen wird. Das emittierte
Photon hat dann die Energie h - v = E};, + E'g, wobei Eg die Bindungsenergie des Zustandes
ist. Da Ej;, nicht gequantelt ist ergibt sich ein kontinuierliches Emissionsspektrum. Das gle-
iche gilt auch fiir die Absorption und der entsprechenden Ionisation des Atoms.

Eine andere Moglichkeit ist die Bremsstrahlung, also die Abbremsung von Elektronen im
Coulombfeld des Kerns. Auch hier entsteht ein kontunuierliches Spektrum.

4 Dopplerfreie Zweiphotonenabsorption

a) Es kann natiirlich auch passieren, dass zwei Photonen aus einer Strahlrichtung absorbiert
werden. Diese werden dann natiirlich nicht bei w = 1/2w, absobiert sondern bei einer dopplerver-
schobenen Frequenz. Dies fiihrt zu dem dopplerfreien Peak zu einem Doppleruntergrund.

b) Aus a) kennen wir die Ursache fiir den Untergrund. Bei einer Geschwindigkeitsklasse der
Molekiile (z.B. v + Aw) wird bei einer Frequenz w der Laser nur eine Strahlrichtung zur Ab-
sorption beitragen, da die andere Richtung dann entsprechend falsch dopplerverschoben ist.
Die nutzbare Intensitit ist dementsprechend nur /; von einem Strahl, die entsprechende Sig-
nalstéirke ist dann S, ~ % = o(v + Av) - Iy. Wobei der Absorptionsquerschnitt mit der
Maxwellgeschwindigkeitsverteilung der Molekiile gefaltet ist. Bei der Frequenz w = wy ab-
sorbieren alle Molekiile egal welche Geschwindigkeit sie haben mit der Intensitét beider Laser:
Swmwy ~ % = 040t - 2 - Iy. Insgesamt ist die dopplerfreie Flidche also doppelt so gross, wie die
rote Fliche.

c¢) Die Breite des Doppleruntergrundes bei Zweiphotonenabsorption ist halb so breit, wie bei
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der Einphotonenabsorption. Dies liegt daran, dass nur die halbe Frequenz eingestrahlt wird.
Daraus ergibt sich die Bedingung 2 - w = wy + k. - v,. Setzt man dies in die Maxwellsche
Geschwindigkeitsverteilung ein, ergibt sich eine halb so breite Gaussverteilung wie bei der
Einphotonenabsorption. (Hinweis: in Demtroder Band 3 wird die Breite doppelt so breit...)

S Spektren fremder Planeten

Da Planeten in der Regel nicht strahlen muss ein Absorptionsspektrum der extrasolaren Sonne
in der Atmosphére des Planeten gemessen werden. Hierbei gibt es das Problem, dass zum einen
immer das Spektrum des Sterns mitmisst und zum zweiten die Absorption des Planeten klein
ist. Man misst zwei Spektren, eines mit und eines ohne Planeten. Die Differenz der Spektren
ergibt das Absorptionsspektrum des Planeten (sieche Abb. 2).

Stern + Planet Planet

-
mes Spektrum

]

Spektrum des Sterns. Spektrum des Planeten

Extraktion des Spektrums eines Planeten

Figure 2: Zur Bestimmung des Spektrums von extrasolaren Planeten.



