Musterlosung zur Ubung am Donnerstag

Aufgabe 1:

Strategie:
1. Man nimmt einen beliebigen Massepunkt m (z.B. Stein), hiingt ihn an die Feder und lenkt
die Feder aus. Man misst die Schwingungsfrequenz (bzw. die Periodendauer) und kann daraus

die Masse berechnen, wegen
T =27\/m/D

2. Man kennt nun die Masse und kann aus der Auslenkung der Feder die Gravitationsbeschleu-
nigung berechnen:

m-gx = DAx
Bei bekanntem Radius R erhilt man daraus fiir die Masse des Planeten:
R?.
M = 9 mit vy = Gravitationskonstante
Y
R?*4m2 Ax

Aufgabe 2:

Fiir die riicktreibende Kraft F gilt:

F = Fgsina =mgsina

Fiir das riicktreibende Drehmoment also:
mg

DR = TSiHOé

Die Bewegungsgleichung lautet:
. mg .
ma + e sina =0
Fiir kleine « 1dsst gilt sina ~ « und die Bewegungsgleichung wird zu:

mé’z—l—ga:O



Diese Gleichung besitzt die allgemeine Losung:

a(t) = Acoswt mit w = %

Da am Auqator eine groRere Zentrifugalkraft herrscht als am Nordpol, wird dort die Gravita-
tionskraft etwas abgeschwicht. Daher schwingt das Pendel am Nordpol schneller.

Aufgabe 3:

a):

Wiirde der Neigungswinkel 90° betragen, so hatten wir es mit einem ganz normalen Federpendel
zu tun. Da aber in Aufgabenteil ¢) expilizit nach der o Abhéngigkeit gefragt ist, werden wir
diese gleich in der Bewegungsgleichung beriicksichtigen. Wir setzten daher x = 0 an den Ort, an
dem sich das Drahtende befindet, wenn die Masse noch nicht angehéingt wurde, beschreiben also
den Zustand der ungespannten Feder. Insgesamt ergibt sich dann fiir die Bwegungsgleichung
des Systems unter Vernachldssigung der Reibung

mi = —(kz +mgsina) <  mi+ kr =mgsina

b):
Wir wihlen als Ansatz fiir die homogene Losung

z(t) = Asinwt
Ableiten und Einsetzen in die homogene Losung liefert
—mw?sinwt + ksinwt = 0

und damit durch Koeffizientenvergleich

= k=w’-m=(2r-10Hz)* - 1kg = 3947, 8N /m =~ 4kN/m
c):

Die Eigenfrequenz hangt nicht vom Winkel o ab. Die Ruhelage allerdings schon. Wer’s nicht
glaubt, 16st einfach die inhomogene DGL. Eine spezielle Losung x, lautet

—mg sin o

k

Tsg =

und damit die vollstindige Losung der DGL:

) k mgsin a
t)=A —f - ——
x(t) sm\/m ’

N.B.: Lasst Euch nicht verwundern, dass jetzt hier bei einer inhomogenen DGL zweiter Ord-
nung die ,yollstdndige Losung® nur aus einer Linearkombination von zwei Termen besteht.
Mathematisch korrekt hétte man oben natiirlich eine Linearkombination aus Sinus und Ko-
sinus, bzw. eine Phase oder einen e-Funktion Ansatz verwenden miissen. Da wir aber unsere
Anfangsbedingung einfach so wihlen konnen, dass es passt (also zum Zeitpunkt ¢y = 0 keine
Phasenverscheibung), ist dies hier die vollstindige Losung. Wir haben also implizit schon die
Randbedingungen eingearbeitet.



Aufgabe 4:

Die Palme wird durch eine Kraft FF=1000 N um s—4 m ausgelenkt. Damit ergibt sich die
Federkonstante D der Palme zu
F 1000N

D=—= = 250N
S 4m /m

Fiir die Kreisfrequenz wy der ungedampften Schwingung gilt bekanntlich

D
2 e —
Wy = -
Also in unserem Fall 250N/
2 m 2
= —— =0,125H
0T o000k M

& wo=0,3536H =z
Aufgund der angegeben Maximalamplituden ergibt sich mit der Gleichung

z(t)=A-e " coswt
fiir vT' (T=Periodendauer) die Beziehung:
AT = Ind/3 ~ 0, 28768

Aus der Vorlesung ist fiir den Fall der geddmpften Schwingung bekannt

Aufserdem gilt

2m
W= —
T
Gleichsetzten liefert
9 9 Ar?
Yoo =T
472 + (vT)? 472 + (In4/3)?
= T = = =17,79
\/ W 1/8Hz? 190
Und damit fiir Aufgabenteil
a):
In4
_ 4By oie1rae

b):
2
W= % —0,3532H >



Aufgabe 5:

a):
Zmeimaliges Ableiten von x(t) = % sinwt liefert
: fo . Jot
2(t) = ——sinwt + — coswt
®) 2w 2
tw tw
Z(t) = %COS wt + %cos wt — fo sinwt = fycoswt — Jo sin wt

Einsetzten in die Schwingungsgleichung:

wt +

&+ wr = fycoswt — sinwt = fycoswt

fotu) . fotu)
——sin

2 2
x(t) erfiillt also die Schwingungsgleichung.

b):
Mit der in a) berechneten Ableitung ergibt sich fiir die Energie:

2
t t
E = @(:1'72 + w?a?) = i [(ﬁ sin wt + %coswt) + w? (‘gi sinwt)]
w

2 2 |\ 2w
I (i 1 242 2 2,2 2
=S (sin” wt + 2tw sin wt cos wt + wt” cos” wt + wt” sin” wt)
w
2
m
=3 fg (sin® wt + 2tw sin wt cos wt + w?t?)
w

Es ist also ein quadratisches Anwachsen iiberlagert mit oszillierenden Anteilen. Mittelt man die
oszillierenden Anteile iiber eine Periode T, so erhilt man:

T T T
/ 2t sin wt cos witdt = / tsin 2wt = —
0 0

2w
\/T'Q T
sin® wt = —
0 2

Insgesamt also

— 1 /7 Lmfe (T T
E=— [ E(t)dt= 2 —w—
T/U ®) T8w2<2 Yo )
:moth
8

Beachte: In der oberen Gleichung wurden nur die oszillierenden Anteile iiber eine Periode
gemittelt!
c):
Die allgemeine Losung der homogenen DGL i + w?z = 0 lautet bekanntlich x(t) = a coswt +
bsinwt. Mit der angegebenen speziellen Losung lautet die allgemeine Losung:

Jol

x(t) = o sinwt + a coswt + bsinwt
w

Aus den Anfangsbedingungen:



(0)=v9 = b=w/w

Insgesamt also die gesuchte Losung

Aufgabe 6:

a):

x bezeichne im Folgenden die Auslenkunk der Wassersdule relatib zur Ruhelage; A ist der
Querschnitt, [ die Linge und damit Al = 20cm® das Volumen. Die Pendelmasse m (Masse der
Wasserséule) ist also m = Alpg,o.

Die riicktreibende Kraft ist die Gravitationskraft. Sie versucht das Pendel in die Ausgangspo-
sition zu bringen. Es gilt: F' = —2pg,0Agz. Die Kraft hdngt also linear von der Auslenkung
(—> harmonische Schwingung). Wir setzen also an:

ma = F

pHQO‘Alji = _2PH20Agx
2
— i+ T% =0

= z(t) = xocoswot + ¢ mit wi = 2g/l

2
— T===r/2g

b):

Offensichtlich Andert T sich gar nicht. Hieran sieht man auch die Aquivalenz von triger und
schwerer Masse.

c):

Wir setzen

1
zoe YHT) = gxoe’w (cos ist periodisch in T)
1
:> _'YT e
¢ 3
. In3 In3 " 9 9
TS T o o7
— = wg
T (2r/In3)2+1
Aufgabe T7:

Nach der Schwebungsformel z(t) = 2a cos “5%2¢ - cos “*¥2¢ muss der Ton 4 Hz héher sein, als
444 Hz. Der resultierende Ton hat eine Frequenz von 442 Hz.



Aufgabe 8:

a):

Die Schwingungsbahn ist im Raum konstant, d.h. ohne Einwirkung aduferer Krifte wird das
Pendel nicht seine Schwingungsebene dndern. Wie man damit die Erdrotation nachweisen kann,
kann man sich am besten vorstellen, wenn man das Pendel auf den Nordpol (oder Siidpol) setzt.
Es schwingt jetzt weiterhin in seiner Ebene, allerdings dreht sich die Erde unter ihm weg, so
dass es fiir einen Beobachter auf der Erde aussieht, als ob das Pendel seine Schwingungsebe-
ne dndern wiirde. Da wir aber Newtons Axiome kennen, wissen wir, das Pendel dndert seine
Schwingungsrichtung nicht von allein und daher miissen wir es sein, die sich drehen. Foucault
fiihrte diesen skandalésen Versuch 1851 in Paris vor und auch heute noch sieht man hin und
wieder irgendwo ein solches Pendel hingen, z.B. im Deutschen Museum.

b):

Wir kennen die Geschwindigkeit der Erdrotation w, sie ist ndmlich gerade eine Umdrehung pro
Tag. Wir konnen nun an irgendeinem Ort der Erde das Pendel aufstellen und an dem Dreh-
winkel wp der Schwingungsebene des Pendels den Breitengrad 6 berechnen durch wp = wsin 6.
Ableiten kann man diese Formel, indem man sich iiberlegt, dass nur der Anteil der Schwingung,
die senkrecht zur Erdachse steht (also die Aufhdngung parallel ist) abgelenkt wird.

(In Wirklichkeit ist dieser Zusammenhang nur eine Niherung, die fiir kleine Winkelgeschwin-
digkeiten erlaubt ist, was hier aber gegeben ist (T=1d). Die genaue theoretische Herleitung ist
etwas komplizierter und mehr was fiir Theo-Phys.) ¢):

Am Nordpol sieht die Projektion etwa so aus, wie in der Skizze. Am Aquator ist die Projektion

Pendel 3: Foucaultsches Pen-
del: wird das Pendel aus der
Ruhelage angestofen, so fiihrt es
auf Grund der Erdrotation Ro-
settenbahnen mit Schleifen
durch (a), wird es aus der Lage
maximaler Auslenkung los-
gelassen, Rosettenbahnen mit
Spitzen (b).

Abbildung 0.1: Rosettenbahnen des Foucaultschen Pendels aus dem Lexikon der Physik, Spek-
trum Verlag

nur eine Linie.



Aufgabe 9:

Die Ruhelage sei ©+ = 0. Wird er Klotz bis zur Auslenkung vy > 0 gebracht, so ist seine Potentielle
Energie

zg
1]

1. Nach dem Loslassen gleitet er bis zum Umkehrpunkt xund verliert dabei die Reibungsenergie

Ep = fimg(zg — 11) mit 1, <0
1m
= Dg;r% = Dn;tg — fimg(zq — x1) = 1= fD g_ xq < 0
il

Fiir die Betrdge der Auslenkungen gilt:
21| = |xo| — fimg/ Dy
und allgemein:
|2n| = |Zn-1| — fimg/Dy = |2p_1| — 0,059m
|zn| = |zo| — nfimg/Dg = |z0| — n0,059m

Die Abstinde |r,| der Umkehrpunkte nehunen linear mit n ab! Die Bewegung des Klotzes ist
eine geddampfie, aber nichtharmonische Schwingung.

2. Der Klotz bleibr im n-ten Umkehrpunkr stehen, wenn dort die Riickstellkraft kleiner ist als die
Hajireibungskraft.

y

D;.‘
Dot oy g
fimg  2fi

D.h. der Klotz bleibt spitestens beim dritten Umkehrpunkt stecken, wenn er ihn iiberhaupt er-
reicht. Um dies zu Uberpriifen, bestimmen wir seine Anfangsenergie am zweiten Umkehrpunkt:

= 2|z, < formg = m

E, = Dyz3 = Dy(zo — 2 fimg/Dy)*

die grofier sein muss als die Reibungsenergie fimg|ry — xa|, wenn x5 erreicht werden soll.
Einsetzen der Zahlenwerte zeigt, dass E,(ry) = 1,05nm, fimg|rs — z3| = 0,346 Nm ist. D.h.
g wird erreicht und der Klotz bleibt bei x5 im Umkehrpunkr stecken.



