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1

Hydrodynamik

1.1 Aufgabe 1

a)

P,
pﬂ 1"-‘_-. ; _-"uj
'lﬁ".a'

bl Aus der Kontinuitatsgleichung folgt, dass in gleichen Zeiten gleiche Massen durch die beiden Quer-

schnittsflachen A; und As flieflen. Da es sich um eine inkompressible Flussigkeit handelt treten im jewei-
ligen horizontalen Rohrabschnitt keine Gradienten in der Geschwindigkeit auf. Ist Ay das Massenele-
ment, welches im Zeitintervall At im Rohrabschnitt mit Fliche A; flieit und ist Az das entsprechende
Massenelement im Rohrabschnitt nit Flache Az, so gilt

Amy = Ame = Am

Mit Am; = p AV folgt
AV = AV, = AV,

Wir betrachten jetzt die Energiebilanz:
Fiir die Anderung der kinetischen Energie gilt

3 , _ 1 s 1 1 . ;
AEByin = Bring — Bring = = Ay t-‘zl —i Amy z‘% =g pAV (-t.'% - z'f].

Fiir die Anderung der potenziellen Energie bei Durchlaufen der Hohe h =y — y2 gilt
AEpot = Epot; — Epot, = Amagys — Amygus = pAV g (v —y1) = —pAV gh.

An den beiden Rohrenden liegt der Druck Py bzw. P, an. Bei Verschieben des Volumenelements AV um
Az entlang des Rohres wird die Arbeit F; - Az mit F; = P . A; verrichtet. Fiir die Bilanz der durch den
Druck verrichteten Arbeit gilt

AW = H'vg = H"rj_ = Pz _r"-l-g Ar— P] ;'-11 Ax= .‘SV(PQ o Pljl s
da A; Ar = AV, Wir stellen nun die Gesamtbilanz der verrichteten Arbeit und der Energicinderung auf

AW + AEpy + AEg, =0.



Folglich gilt
AV (P - P)= —é pAV (v5 —vf)+ pAV gh

1 1
Pz+§pt=§+ﬁ9m =Pi+5pvi+pgur.

Damit ergibt sich die Bernoulli Gleichung zu
L 2
P+ PV +poy= konst.

¢} Wir betrachten nun den Grenzfall einer ruhenden Fliissigkeit. Es gilt also v = . Dann reduziert sich die
Bernoulligleichung zu
P+ pgy = konst.

Folglich gilt
Pitpgmn=Pr+pguw
pgh=FP,— P, mit h=y;—
< 1
also AP
bl
Py

d) Der andere Grenzfall fiir grofie Geschwindigkeiten der Flitssigkeit. GroB meint hier. dass gilt
h<w.

Dues 1st z. B. der Fall fiir ein horizontales Rohr. Die Bernoulligleichung reduziert sich dann zu

1
P4 5P v? = konst.

Also gilt
P1+3pi!1 = P2+3p1.'2

1 :
AP =2 p(o} ).

wobei AF analog zu Teilaufgabe b) definiert ist.



1.2 Aufgabe 2

a) Bei der im Rohr stromenden Flissigkeit handelt es sich um eine inkompressible Flissigkeit (p = konst.).
Aus der Kontinuitatsgleichung folgt, dass in gleichen Zeiten gleiche Massen durch die beiden Rohrquer-
schnittsfldchen fliefien, also

pAva =pav,.
Daraus folgt
A
Vg = — 14 .
a
Fiir das von Fliissigkeit durchstromte horizontale Rohr mit den Querschnittsflachen A und a betrachtet
man die Bernoulli Gleichung im Grenzfall p g Ay = 0. Folglich gilt

1 . L
P.-ﬂ.'*';{”’ftzpa'f'ipt’i-

Die Bernoulligleichung fiir die im Venturi Rohr strémende Fliissigkeit lautet unter Verwendung der Kon-
tinuitdtsgleichung:

Py— Py=0P :%pt-‘g——%p-i"{
42 _ 2 2
:%p‘r_'% (AQ—— ]_) = %pg‘i (A a )
< @ = @
Es folgt
| 26P

ra=a V' ATy

b) Mit den in der Aufgabenstellung angegebenen Werten berechnet sich die Geschwindigkeit der im Venturi
Rohr im Rohrteil mit Durchmesser A strdmenden Flitssigkeit zu

s | 2(59 —43) kPa
v4 =45 em? - [ — (:3 _) = 3.77Tms L,
\.' 1003kg m™* - (812 — 452) cm?
Fur den Volumenstrom gilt
dVv i o i .
e A-vyg=8lem? - 3.77ms L =0.0305m*s™ = 18321 min—!.

¢) Immit Quecksilber gefiillten u-formigen Schenkel verwendet man die Bernoulli Gleichung fiir den Grenz-
fall einer ruhenden Flissigkeit (v = 0). Es gilt

Pia4pgova =Fi4pgata.
Mit yo —ya = h folgt
Py—P.=pgah,

wobei pg die Dichte von Quecksilber bezeichnet. Mit § P aus Teilaufgabe a) 1ait sich die Formel nach /
zu folgendem Resultat auflosen

apP 16 kPa
h= =

= = — 3 =0.12Zm = 12em.
P4  98lms - 13546kgm™

3



1.3 Aufgabe 3

a) Kraftansatz
P =i = Fy-+ Fa +Fg

= mgg — Morpg — BT nrev

o 4 (do\? dy
= ??ES-TZ[PS—POTP]'EW o EFOETE

&=

b) Umschreiben der Differentialgleichung auf die Geschwindigkeit v in = - Richtung,

o 4 'd-_g 3 d_g
msi = [F’)s—p{_}fp:lgﬁ 5 g — G o

Wir fithren folgende Abkiirzungen ein.

Grnd, /2
i/l und B =

Mg Mg

= t=B—-Av (bzw.2=B-A43%)

A=

0+ Av =B istinhomogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

1. Schritt:
Lasung der homogenen Differentialgleichung @ + A v = 0 mit dem Ansatz »(t) = vg - e
Einsetzen in Differentialgleichung:

Apert + Avpett =0

= J=—-A

At

= vy (t) = vgpe At

2. Schritt: spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung v, (1) .

Ansatz: vs(t) = vp(t) e At

v (t)



Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

—Avge L Avge™* L B=B.

Anfangsbedingungen:
(t=0)=0 E
L = el = Vg = ——
A

vtt)=§t1 R

B b g M
Blt) =5 | B aennigy C
(t) 1 ( +Ae A)+

. B Lo ; .
(oder Berechnung des unbestimmten Integrals: z(t) = 7y (t‘. + 1€ 2 f) + ') mit Anfangsbedingung:

2t =0)=0 glt:
T B o .
C' =0 (bzw. C' = ) {unbestimmtes Integral))

= z{t)= E (Adfe P =il

A?
Der stationare Zustand stellt sich fiir  — o¢ emn.
4 de\ 2

B (ps — porP) 3 T (7) q
Also v(t — oo) = —

A B ds

i irlf E
4_(d\’°
(ps — poTP) vl by
- G 3

_ ps — porp) dzg
187

oder Berechnung tiber Kriftegleichgewicht.
Im stationéren Zustand muf} gelten:

Fg=Fas+Fp

d
Meg = morp - g+ 67y TS v

]

( ) s T (d_q)2
ps— porP) 5| 5 g (ps — porp)d2 g

== = —

Gy 187
Mit den in der Aufgabenstellung angegebenen Werten berechnet sich die Geschwindigkeit der Kugel im

stationdren Zustand zu v = 0.19m s~ 1.




1.4

Aufgabe 4

a) Die Druckdifferenz AP = P — I}y treibt die Stromung durch das Rohrstuck der Lange L an.
Der Druck 3 m unter der Oberflache von OTP ergibt sich durch den Umgebungsdruck und die Kraft, die
die Fliissigkeitssaule auf die Fliche A ausiibt.

o
%ZF’M?(H}:PWP-Q-H

- Porp(H)=1.33kg dm 2. 9.82ms 2. 3m

Il

= 0.391 bar = 0.391 - 10° Pa
= P1=Fo+ Porp(H)
= AP = Porp(H) =0.391-10%Pa

Wir betrachten den stationdren Zustand:
Fr = Fp Reibungskrifte und die Druckkraft miissen sich kompensieren.

Fp=7r2 AP = n+? Porp(H)

Fiir die Reibungskraft gilt: Fg oc npC grad @

A7 =div(grad7) = mit Fr=179 / ATdV
v

Mit dem Satz von Gauld folgt ~~ Fr =7 f grad T dS

q

; : ; v ; ; ;
Dies reduziert sich zu -5 S i,_}(:) da v(r) auf dem Rand S konstant ist (keine Rotationsstrome).
v
—n2mrL 8 1 (r) =2 7 Forp(H)
ar

Randbedingung: »(R) = 0.

r Porp(H)
b) —dv = v P,
) —dv(r) L
u(R) R, o
f —dv(r) = f %‘E() s
w(r) r
. P, ) oo
—o(R) +v(r) = %&j (R? —r?)
vir) = % (R* — %) (Rotationsparaboloid)



vir=R}=0

P, H
_L,(PZU):%_RQ

¢) Der Volumenstrom durch die Teilfidche dA im Abstand » von der Rohrmitte ergibt sich iiber JdA . v(r) .
Folglich gilt fiir den gesamten Volumenstrom:

R

ﬂ—;:/v(r}dﬂ: f v(r)2rrdr
r=0
R
_ Porp(H) 2 . 2y9 _FPorp(H)2x 1, 1
AR f(f? rf)2rrdr = ink 2}?4 4R4
r=0

dv N m P{JTP(H) R4

i anL Hagen-Poiseulle’sches Gesetz

Mit den in der Aufgabenstellung angegebenen GréBen gilt:
dV w0.391.10°Pa- (1.5m)*

— = =1.378. 10 3m?s 1 = 1378157}
dt 8.1.88Pas-30m ‘ R CRAE

d) Die mittlere Geschwindigkeit ergibt sich aus dem Volumenstrom geteilt durch die Gesamtflache des Roh-

res A .

dV
i dt T Porp(H)R* _ Porp(H) R?
YT AT 8pLwRTT sy L

Mit den angebenen Grofen gilt:

(v) = 1.95ms™!



1.5 Aufgabe 5

a)




b) Gesucht: Aussstromungsgeschwindigkeit

Bernoulli-Gleichung:
1

| S i
mn A+ p,ghl = Ep?.?l = Iy -+ aptqa
Aus der Kontinuitdtgsgleichung v1 Ay = vp Ay folgr

;—1@ (Eg
'2"1 = t"cl — t"l:l—
511 ﬂr?

da die Bedingung (laur Angabe ) vy = 0 gily, folgr dann:
L 5
pghy = Ep-uc, = vg =/ 2g9h = 1,5?

Gesuche: Fiilldauer fiir 11-Flasche:
Aus der Kontinuitdtsgleichung (V=Volumen)

Ifr i
2
? = A.DLD Edﬁt‘g
dann ist v A
e = : = 23 55
Agug  wda\/ 29
Gesucht: Durchmesser weit unterhalb des Trichters

Bernoulli-Gleichung:

1 .
P2+ pghs + 5P =P pghy

mit pa = py folgt

vy = v/ 2g(hy — ho)

Die Kontinuitdrsgleichung liefert:

T s
Agvg = Aoy =2 Idﬁ-u = Ed%t?g

_g [P _ e M
dy = duv . dp T 4 5mm

Daraus folgt:




1.6 Aufgabe 6

Nach oben wirkt die Aufiriebskraft F, und nach unten wirken die Reibungskraft Fr und die Ge-
wicheskraft myg der Gasblase. Wir wihlen als positive Richtung die nach oben.

Als Indices verwenden wir F fiir die verdriingte Fliissigkeit, L fiir die Limonade, sowie G fiir das
Gas. Bis die Gasblase ihre Endgeschwindigkeit erreicht, wird sie mit der Beschleunigung a, nach
oben beschleunigt, und fiir die Krdifte gilt

Fa —mgg — Fr = may

Nach dem Erreichen der Endgeschwindigkeit ist die Beschleunigung null

Fyr—meg—Fr=0 (1)
Gemdifi dem Archimedischen Prinzip gilt fiir die Auftriebskraft auf die Gasblase:

|Fa|l = |For| = mpig = priVrig = prVBiaseld

Mit der Masse mg = pcViinse der Gasblase und der Endgeschwindigkeit v, erhalten wir aus Glei-
chung (1):

pLI"'.BIaseg = pG-[';Béaseg = ﬁﬁ—??r'l-"e =0

Wir beriicksichtigen, dass pr. > pc ist, und erhalren fiir die Endgeschwindigkeit:

4

 Vaiaseglpr —pa)  37°9(pr — pe) _ 2r’9(pr — pa) _ 2r'gpr
Grnr Grngr 97 T

'.B_

i

2(0,5-1073m)(9,812 k
_ 20, )6, 5'111,1-103%=0,333:

9(1,8-103Pa- s)
Damit ist die Zeitspanne, die die Gasblase zur Oberfliche bendrigi:

~ . 0.333m

Diese Zeitspanne von rund einer halben Sekunde ist realistisch.

2 Gastheorie
2.1 Aufgabe 7

10



a)

b)

<)

d)

Luft ist im Gegensatz zu einer Fliissigkeit kompressibel. Fiir ein abgeschlossenes Gasvolumen (konstante
Gasmasse) gilt mit PV = konst. und V = M /p bei Druckanderung von Fy auf P

P F

= = konst. = —2.

P 0o
In einer Luftséule berechnet sich die Druckinderung dP durch Anderung der Hohe um dh zu

dP = —pgdh.
Dies ist analog zur Fliissigkeit mit dem Unterschied, dass nur fiir kleine Anderungen der Hohe ein linearer
. . b -~ . . "

Zusammenhang mit dem Druck gegeben ist. Setzt man p = 0 die Gleichung fiir die Druckinderung

Fy

ein, so folgt

dP = — i gdh
o
Integration fithrt zu
InP = —?Ogh +
also
h+C
P=e P 0 J
Mit der Anfangsbedingung P(h = 0) = Fy folgt
0
P(h)= Pye Fo
Folglich gilt auch
—_— ] Fi

Aus der barometrischen Hohenformel ergibt sich die Dichte der Luft in 600 m Hohe zu
p(600m) = 1.198kg m 2

Die Auftricbskraft am Boden entspricht der durch den Ballon verdriingten Luftmasse
Falh=0)=W pg g =>5.708. 10" N,

g 600 m
In 600 m Hohe gilt fir den Luftdruck P = Fye P 0 . Ferner betrachten wir fiir den Aufstieg des
Ballons nur PV = konst, also

PVi=PV.

Daraus folgt

Po

P — g 600m
V=pghi=ch Vi

Fiir die Auftriebskraft auf den Ballon in 600 m Hohe gilt demnach

g 600 m g 600m

Fy(h=600m)=V p(600m) =V, pﬂ poe PD =Vipo.

Sie entspricht also der Auftriebskraft am Boden.

Fiir die Berechnung der Gesamtmasse, die der Ballon héchstens haben darf, gilt, dass sich hier gerade die

Auftriebskraft und die Gewichtskraft kompensieren.
Fa=F,
Die Nettomasse, die der Ballon haben darf berechnet sich zu

My = po (Va — Vo) = 1940kg .

11



2.2 Aufgabe 8

Lisung Der Ballon fliegt wenn Fyq > Fy;
Fao=pp(h)gV = pop e Pogy

F 4 Auftriebskraft. py Dichte der Luft

Py = 10°Pa £ 1bar = 10° Nm™2

h=950m; por = 1,293 kg/m?

Fq=1,293kgm 39,81 ms 2 l(1.293:9.81/10°)-950] . 350()

Fy = 39355 N
Die Masse von Ballon mit Last muss < 4011, 8 kg ~ 4012kg sein.

Masse des Gases:
i) He

Mye = _ﬂﬂ'e(h) = PoHe E—[ﬂ:,ogh,.fﬁ;,]. .V
1,203-9.81-950

mpe = 0,1780 kg m™ . 3500 m? - e_( 0% } = 554 kg
Die Last darf nur noch (4012 - 554) kg = 3458 kg wiegen.
ii) H
. 0,05, 81050
My = Py (h) -V = po s, e”PLo 98P0 .V = 0,09 kg m™ - 3500m? - e~ ) = 279 kg
Jetzt diirfte die Last (4012 - 279) kg = 3733 kg wiegen.

Nachteil: Explosionsgefahr (Knallgasreaktion)
Alternative: Heillluftballon.

12



2.3 Aufgabe 9

a) Wahrscheinlichste Geschwindigkeit Maximum der Verteilung

df (v) =op
dv
3Jl12 — ¥l U2 — ¥t '.r'2 i —mt'z
% \E(R:I_T) v2eTRT | =(C- (21}-&7"?’) + v? (2:’1?}) ek T
(L S —
C
—ﬂib’z m ?.'2
=(CelkT (2?}—2?!5 ) =0 [:2vCekT
2 &y, |
1- 2 =
o % )
3T

b) mittleres Geschwindigkeitsquadrat:
o0

(?12}:]7_-'2f{1:}dﬂ
0
o
2y — 4 —mu? 2k, T
(v*) (ka) fi} e dv
0
(e8]
4 —az?, 3 [m 3xlf?
Mltﬁ/i e T di.‘—g e
. m
Hier: G—m
(2}_\/3( m \¥2 3 ;1 (2K T}Jﬁ, JE:;,T
YIEVE\RT) 8mez m
9é) = Mithf-uu
5 iy g Yot i) S ST
c) (Ekm}_<2mv >_2m{ﬂ)_ i
3
(Bkin) = gk T

. . . 1 L
Drei Translationen vz, vy, v, 23 Freiheitsgraden. Generell 3 ky T pro Freiheitsgrad.
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2.4 Aufgabe 10

a)

b)

d)

Das Volumen der Gas-Teilchen ist klein gegen V' des Behiilters. = Massepunkte
WW: nur elastische Stole.

abstoBende Ww.,

Die Molekiile konnen sich nur
bis auf o = 2r nihern (Abstand
der Kugelmittelpunkte)

Ist im Behilter ein Teilchen vorhanden, so schlieBt es fiir die anderen einen Volumenanteil von

4
3 (2 r]3 = 8 Vi aus. ( Vi Volumen des Teilchens).

Bei 3 vorhandenen Teilchen (unter Vernachlidssigung der Wandeffekte) ist das “verbotene™ Volumen:
2-8Vk.
Das freie Volumen ist dann (Behiilter V = L3)

Vo=L3-8Vig: V=013 -2.8Vi. ..V, =L} (n-1)8Vg
V; ist das freie Volumen fiirs i-te Teilchen

"‘:l\r%L"i—Nng{:V—Ub
Durch die Wand ist die Kraft, die zwischen den Teilchen wirkt nicht mehr kugelsymmetrisch, nahe der

Wand wirkt eine Kraft F oc p aufein Atom.

Die Anzahl der Atome nahe der Wand Ny oc p. Daher ist die nach innen wirkende Kraft oc pQ. Sie
fiihrt zu einen Binnendruck zusiitzlich zum AuBendruck.

av? 2
PBZW;pocFocpzocﬁ

a hiingt von der WW der Teilchen ab.

ideales Gas: PV = v RT
(P+ Pp)(V —bv)=vRT

2
(P+%) (V —bv)=vRT

14
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