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Aufgabe 1 Gauß-Integral

a) Zeigen Sie:∫
R2

dxdy e−x
2−y2

= π

Nehmen Sie dabei ohne Beweis an, dass das Integral existiert.

Lösung: Wähle Polarkoordinaten x = r cosϕ, y = r sinϕ:

∫
R2

dxdy e−x
2−y2

=

∞∫
0

dr

2π∫
0

dϕ r e−r
2

= 2π

∞∫
0

dr r e−r
2

= 2π
1
2

∞∫
0

du e−u = π
[
− e−u

]∞
0

= π

b) Es bezeichne ‖2‖ die euklidische Norm auf Rn. Beweisen Sie die Formel∫
Rn

dnx e−‖x‖
2

= π
n
2

Nehmen Sie dabei ohne Beweis an, dass das Integral existiert.

Lösung: Nach a) ist e−x
2−y2

offensichtlich Riemann-integrierbar. Damit gilt der Satz von Fubini:

π =
∫
R2

dxdy e−x
2−y2

=
∫
R

dx
∫
R

dy e−x
2−y2

=

∫
R

dx e−x
2

∫
R

dy e−y
2

 =

=

∫
R

dx e−x
2

2

⇒
∫
R

dx e−x
2

=
√
π

Mit dem Satz von Fubini folgt:

∫
Rn

dnx e−‖x‖
2

=
∫

Rn

dnx e
−

nP
i=1

x2
i

=

∫
R

dx e−x
2

n

= π
n
2

Aufgabe 2 Implizite Funktionen

Es sei die Funktion f : R2 × R+ → R gegeben durch

f(x, y, z) = exp
(xy
z2

)
− z

a) Zeigen Sie, dass in einer Umgebung des Punktes (1, 0, 1) eine Funktion g(x, y) existiert, die die Gleichung
f(x, y, z) = 0 nach z = g(x, y) auflöst.

b) Berechnen Sie den Gradienten von g an der Stelle (1, 0).

Lösung: f : R3 → R entspricht f : A×B → C mit (x, y) ∈ A = R2,z ∈ B = R+ , C = R

a) Die Existenz einer solchen Funktion kann mit den Satz über implizite Funktionen gezeigt werden. Prüfe
seine Vorraussetzungen:

(i) f(1, 0, 1) = e0−1 = 0

(ii) Da z 6= 0, ist f in (1, 0, 1) eine Komposition stetig differenzierbarer Funktionen und damit stetig
differenzierbar.
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(iii) Das partielle Differential auf dem Bildraum B der gesuchten Funktion ist in (1, 0, 1) invertierbar:

dfB(1, 0, 1) = (∂zf)
∣∣
(1,0,1)

= −2xy
z3

exp
(xy
z2

)
− 1
∣∣
(1,0,1)

= −1

Damit ist der Satz anwendbar und die Existenz von g gezeigt.

b) Berechne zunächst das partielle Differential dfA an der Stelle (1, 0, 1)

dfA(1, 0, 1) = (∂xf, ∂yf)
∣∣
(1,0,1)

=
(

y

exp

(xy
z2

)
,
x

exp

(xy
z2

)) ∣∣∣∣
(1,0,1)

= (0, 1)

Das Differential von g ist nach dem Satz über implizite Funktionen gegeben durch:

dg(1, 0) = −(dfB)1 · (dfA)
∣∣
(1,0,1)

= −(−1)−1 · (0, 1) = (0, 1) = (grad g(1, 0))T

Aufgabe 3 Skalarfeld

Gegeben sei auf R3 \ {(0, 0, 0)} die Funktion

f(x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2

a) Berechnen Sie den Gradienten von f .

b) Zeigen Sie, dass f harmonisch ist.
Zur Erinnerung: harmonische Funktionen erfüllen die Laplace-Gleichung ∆f = 0.

c) Berechnen Sie das Oberflächenintegral von f auf der um a > 0 auf der z-Achse verschobenen Einheitskugel
Ka =

{
(x, y, z) : x2 + y2 + (z − a)2 = 1

}
.

I(a) =
∫
Ka

dσf(x, y, z)

Legen Sie dazu den Ursprung des Koordinatensystems in den Punkt (0, 0, a) und transformieren Sie die
Funktion f entsprechend.

d) Skizzieren Sie I(a).

Lösung:

a)

∂f

∂x
=

−x
(x2 + y2 + z2)

3
2

Aus Symmetriegründen ergibt sich:

grad f =
−1

(x2 + y2 + z2)
3
2

xy
z


b)

∂2

∂x2
f =

3x
2

2x
(x2 + y2 + z2)

5
2
− 1

(x2 + y2 + z2)
3
2

=
x2 + y2 + z2 − 3x2

(x2 + y2 + z2)
3
2

Aus Symmetriegründen ergibt sich:

∂2

∂x2
f +

∂2

∂y2
f +

∂2

∂z2
f = 0
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c) Der Ursprung des Koordinatensystems wird in den Punkt (0, 0, a) gelegt:
(x, y, z) = (x̃, ỹ, z̃ − a). Dadurch ist

f(x̃, ỹ, z̃) =
1√

x̃2 + ỹ2 + (z̃ − a)2

I(a) =
∫
Ka

dσ f(x, y, z) =
∫
S2

dσ f(x̃, ỹ, z̃) =
∫
S2

dσ
1√

x̃2 + ỹ2 + (z̃ − a)2
=

Wähle nun Kugelkoordinaten auf der Einheitskugel: x̃ = cosϕ sinϑ, ỹ = sinϕ sinϑ, z̃ = cosϑ
dσ = ‖∂ϕ~r × ∂ϑ~r‖dϕdϑ = sinϑ dϕdϑ

=

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dϑ
sinϑ√

sin2 ϑ+ (cosϑ− a)2
= 2π

π∫
0

dϑ
sinϑ√

1− 2a cosϑ+ a2
=

Substituiere nun u = 1− 2a cosϑ+ a2

=
π

a

..∫
..

du
1√
u

=
π

a

[
2
√
u

]..
..

=
π

a

[
2
√

1− 2a cosϑ+ a2

]π
0

=

=
2π
a

(√
1 + 2a+ a2 −

√
1− 2a+ a2

)
=

2π
a

(
|a+ 1| − |a− 1|

)
=

=

{
4π a < 1
4π
a a ≥ 1

d) Skizze

a
0 2 4 6 8 10

I(a)

0

p

2 p

3 p

4 p

Aufgabe 4 Stetigkeit

Gegeben sei auf R2 die Funktion f mit f(0, 0) = 0 und

f(x, y) =
2xy

x2 + y2
für (x, y) 6= (0, 0)

a) Sind die Beschränkungen von f auf achsenparallele Geraden stetig? Beweis?

b) Ist f stetig? Beweis?

Lösung:

a) Betrachte x 7→ f(x, c). Für c = 0 gilt f(x, c = 0) = 0∀x. Für c 6= 0 gilt:

f(x, c) =
2xc

x2 + c2

Der Nenner ist eine nullstellenfreie, stetige Funktion. Der Zähler ist ebenso stetig. Damit ist f(x, c) stetig.
Für die Beschränkungen auf die y-Achsenparallelen Geraden y 7→ f(d, y) folgt aus Symmetriegründen
ebenfalls Stetigkeit.

b) f ist unstetig im Ursprung, da f(t, t)− f(0, 0) = 1 für alle t 6= 0.
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Aufgabe 5 Vektorfeld

Es sei auf dem R3 das Vektorfeld V gegeben durch

V (x, y, z) = e−z
2
·

 x
2y
0


a) Skizzieren Sie das Vektorfeld in der x-y-Ebene.

b) Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes durch die Oberfläche eines unendlich langen Zylinders um die
z-Achse mit Radius R.

Lösung:

a) Skizze:

x
K1.0 K0.5 0 0.5 1.0

y

K1.0

K0.5

0.5

1.0

b) Benutze den Satz von Gauß:

∫
∂Z

d~σV (x, y, z) =
∫
Z

d3r div e−z
2

 x
2y
0

 =
∫
Z

d3r3 e−z
2

=

R∫
0

dr

2π∫
0

dϕ

+∞∫
−∞

dzr3 e−z
2

=

= 3 ·
[

1
2
r2
]R
0

[
ϕ
]2π
0

√
π = 3R2π

3
2
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