1 Koordinatentransformation

Bestimmen Sie allgemeine Formeln fiir die Geschwindigkeit 7(¢) sowie die Beschle-

unigung #(t) eines Teilchens in Zylinderkoordinaten p, ¢, z.

Driicken Sie zuerst die Position 7(¢) mit den Einheitsvektoren e,, e, e. aus

bevor Sie nach der Zeit ableiten.

Loésung
Mit dem lokalen 3-Bein in Zylinderkoordinaten:
cos¢p —sing 0
e, = | sing €y = cos® e;=1 0
0 0 1

erkennt man sofort dass:

T p COSp
r=1|y | =| psing | =pe,+ze;
z z

Die Ableitung davon ist:
rT=pe,+pé,+ie,+ze,
Berechne é,und é. (£ = (p, ¢, 2)):

b = (Veen)(S26) = (Bhey) (Dhp) + (9pe,)(016) + (0-6,)(012) = o
€y = fepd)
e, = 0
Damit folgt:
i = pe, + poey + ze,
Und damit auch:

d(pd)
dt

(5 — pd*)ep + (2p0 + po)es + e

g+ phés + se, + zé,

To= pe,+ pe, +

2 Integration

2.1 Wegintegrale von Vektorfeldern
2.1.1 Aufgabe

Berechnen Sie folgende Wegintegrale



a) f(z,y) = (y.z)  ~(t)=(t,1?) tel0,1]
b) f(z,y) = («%,y%)  ~(t) = (2t,4t) te0,1]
c) flz,y) = (e",e¥)  ~(t) = (t,#%) te][0,1]

d) f(z,y,2) = (22 + 5y + 3zy, b5z + 3xy — 2, 3xy — 42) ~y(t) =
(—sin(t),cos(t),0) t e [0,2n]

()5 ()

b) =72 [ t*dt = 24
c) f,y( 2: ) ( ‘;i ) = [i(e" +2te’”)dt = 2(e — 1)

cos(t)
d) Es gilt: 0yy = | —sin(t) |. Setze dies ein:
1
27
/ ..... = / (5in?t cos t+5cos’t)—(5sin’t+3t sin*t—2sint)+(3sint cost—4t) dt
¥ 0

Die Terme 5cos®t und 5sin’t heben sich weg. Der Term mit sin ergibt 0. Die
Terme mit sin’cos bzw. cos?sin ergeben nach dem integrieren 0. Der Term mit
t sin®(t) ldsst sich mit der Identitdt sin? = 1(1 — cos(2z)) umwandel. Wobei
der Termn mit cos(2x) auch 0 ergibt. Es bleibt also:

27 11 )
= ——t=-llr
O 2

Sei G C R" offen und zusammenhéngend und v € C*(G, R). Zeigen Sie, dass
man die Funktion vaus ihrem Gradienten und einem Anfangswert v(zg) rekon-
struieren kann.

2.1.2 Aufgabe

v(z) = v(zo) +/gmdv(y) dy

Dabei bezeichne ~eine stiickweise stetig differenzierbare und ganz in G ver-
laufende Kurve mit Anfangspunkt zy € G und Endpunkt « € G

Loésung

/ gradu(y) dy = / gradv(y()s) A(s) ds= / Loiy(s)) ds = v(r(t)—v((to)) = v(z) —v(z0)

to .. ds

Nun setze den Weg stiickweise zusammen.



2.2 Oberflachenintegrale von Skalarfeldern
2.2.1 Aufgabe

Berechnen Sie das Integral der Funktion f : R® — R, f(z,y,2) = z iiber die
Hilfte z > 0 einer Vollkugel vom Radius R > 0

Loésung
Verwende Kugelkoordinaten:

R /2 27 4
= / dr/ d0/ d¢ r3sin(0)cos() = 2W£[lsin2(9)]g/2 = IRt

2.3 Oberflichenintegrale von Vektorfeldern
2.3.1 Aufgabe
Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes f : R? — R3

f(x7y7 Z) = (07 07 Z)

durch die obere Hilfte S*der Kugeloberfliche

St ={(x,9,2) € R*l2® + > + 2% = 1,2 > 0}

Loésung
Verwende Kugelkoordinaten:

/2 2 0 sinfcoso
/ do / 0 sinfsing | sinf dfd¢o
0 0 cosb cost
/2

T 1 . 9
= 27 / cos20sinf = 27r[7700529]0/2 =—7
0 3 3

Noch schneller gehts mit dem Satz von Gauss

2.3.2 Aufgabe

Integrieren Sie folgendes Vektorfeld iiber die Oberfliche der im Ursprung des
R? zentrierten Kugel vom Radius R > 0:

xr
A(x) = g(lel) AR~ R

Finden sie ein Potential ® : R*> — R A = —V® zu dem das Vektorfeld gehort.



Loésung
Verwende Kugelkoordinaten und erkenne sofort: |z = r sowie 37 = ¢,. Damit
erhéllt man sofort:

/ A(x)dx = 4rR%*g(R)

Das zugehorige Potential lautet:

2.3.3 Aufgabe
Integrieren Sie das Vektorfeld:
B(z,y,2) = (y*,2%, 2)
iber die Oberfliche des Ellipsoides:
2?2 2

¥+b72+072:1 a,b,c>0

Loésung
Da div B =1 ist folgt sofort mit dem Satz von Gauss:

/ BdF:/dideBx:Zliabc
O E 3

2.3.4 Aufgabe

Integrieren Sie die folgenden Vektorfelder iiber die Oberfliche der im Ursprung
des R3zentrierten Kugel vom Radius 1

A(z,y,2) = (1 —2%,0,22%z — x)

B(xay,z) = (x+z,—y—z,m+y)
Loésung
a) Satz von Gauss
div A = 2(z* — )

Verwende Kugelkoordinaten:



1 ™ 27
/ AdF / divAdiz = 2/ dr/ dé’/ do(r*sin®0cos’ ¢ — r®sin*Ocosd)
dB1(0) B1(0) 0 0 0

7’5 1 1 2 T 1 2m
= 2 [5]0 {30039 sin?6 — 30089}0 {2(¢+sin¢cos¢) )
(2 2y s
- 5\373)T T "

b) Verwende Satz von Gauss: div B = 0. Deshalb verschwindet auch das Inte-
gral.

2.4 Volumenintegrale von Skalarfeldern

2.4.1 Aufgabe

Berechnen Sie den Flicheinhalt einer Ellipse mit Halbachsen a,b > 0.

Loésung

arcoso )

Verwende verallgemeinterte Polarkoordinaten = =
brcosgp

Damit ist die Funktionaldeterminante:det D® = abr

Und damit folgt:
R 2
/ / abr d¢ dr = TR*ab
o Jo

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

J1 = /(3L‘6y2 — 27y dxdy
A

2.4.2 Aufgabe

Jo = / (2% — 2"y?)dydz
A

mit A = [0,1] x [0, 1]. Begriinden Sie das Ergebnis.

Loésung
Es gilt:
J = /x6y2dxdy—/x7y3dxdy
A A
1 1 1 1
= /xﬁda:/ yzdy—/ m7dm/ yidy
0 0 0 0
11
21 32



Nach dem Satz von Fubini gilt: Jo = J;

2.4.3 Aufgabe

Berechnen Sie das Volumen eines Ellipsoides mit Halbachse a,b,c > 0

Loésung

b = (Veen)(S26) = (9hey) (Dhp) + (9pe,)(016) + (0:6,)(012) = o

é¢ = 76p¢)
e. = 0

Verwende die verallgemeinerten Kugelkoordinaten:
ar sinf cosp
T = br sinfsing
crcost
Damit lautet die Funktionaldeterminante:

det D® = aber? sinf

Und damit berechnet sich das Volumen zu:

R g 2w Ar
/ dr/ d9/ déaber? sinf = —abe R?
0 0 0 3

2.4.4 Aufgabe

Berechnen Sie das Volumen des Korpers, der durch einen Kreiszylinder mit
Radius R aus einer Vollkugel vom Radius 2R ausgeschnitten wird, wenn das

Kugelzentrum auf der Zylinderachse liegt

Loésung

Verwende unbedingt eine Zeichnung !!!'Das Volumen des Kugelsektors der vom

Durchschnitt des Kreiszylinders mit der Kugel bestimmt wird lautet

2R ) 27 4
/ / / r?sinf dodfdr = 4— R*(1 — cosfl)
o Jo Jo 3

Geometrisch errechnet man cosfy = §

tenen Kreistylinders misst H = V3R
Damit besitzt der Kreistzylinder das Volumen:

S = §W(2 ~V3)R?

(Die hohe des ganz in der Kugel enthal-



Das Komplemet des Kugelsektors im Zylinder ist gleich der Differenz zwischen
dem halben Zylindervolumen Z und dem durch den Kugelsektor bestimmten
Kegelvolumen K:
1
Z - K =nR*/3R - g7rR2\/§R
Damit misst das totale Volumen:

208+ 72 - K) = %(8 — 3V3)TR?

2.4.5 Aufgabe
Sei D das Dreieck mit dem Ecken (0,0), (1,0), (1,1). Berechnen Sie:

/Sinxdscdy
T

Der Versuch zuerst nach x zu integrieren scheitert. Also integriere zuerst nach

. 1 T 1
/ smxdmdy:/ </ Smxdy) dx:/ sinx dr =1 — cosl
D T 0 o T 0

2.4.6 Aufgabe

Loésung

Sei Bpg(gy die Vollkugel vom Radius R > 0 um den Ursprung im R3. Zeigen
Sie, dass das folgende uneigentliche Integral existiert und berechnen Sie seinen

Wert:
1
/ —d3z
Br(0) ||
Loésung

Definiere B%,(0) als die Kugelschale mit p <r < R.
Damit gilt:

1 R i 27 1 1
/ — = / dr / / —r?sinf dpdfdr = 47—~ (R* — p*) — 27 R?
B%(0) |z| p o Jo T 2

2.5 Volumenintegrale von Vektorfeldern
2.5.1 Aufgabe

Bestimmen Sie den Schwerpunkt

1
Szf/ drdydz(x,y, z
K] Jy )



des Kugeloktanten K. (dabei bezeichnet |K| das Volumen von K)
K={(z,y,2) € R®l2> +y*+ 2 <1, =,y,2>0}

Loésung

Verwende Kugelkoordinaten, Berechne z-Komponente. Aus Symmetriegriinden
ist S, =85, =29,

1 /2 w2 ré 1 11 .
/ dxdydz z :/ dr/ dﬂ/ do (r?sind)(r cosh) = [} — [sin%)} =—
K 0 0 0 41,2 (2 0 16



