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1 Stetigkeit und partielle Differentiation

1.1 Aufgabe
Gegeben ist die Funktion:

ooy L @Y sineg) (ey) #(0,0)
Nt ’”_{o (2,9) = (0.0)

Ist die Funktion stetig? Ist sie partiell und total Differenzierbar?

Losung

Fiir (z,y) # (0,0) ist die Funktion als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig. Da

1
,y) = f0,0)] = [(a? + ¢ sin(—5——)| < |2* +9?] —— 0
F(@yy) = 10,01 = |(@* + ) sin 5| < o 47| ———

ist sie auch bei (0,0) stetig.
Fiir (x,y) # (0,0) ist die Funktion partiell Differenzierbar un din (0,0) gilt:

h,0) — f(0,0 . o1
£:(0,0) = fim T TO0 iy i1y = 0

Analog gilt dies fiir f,(0,0) = 0.

1.2 Aufgabe

Gegeben ist die Funktion f: R? — R und eine Konstante a € R mit

flay) =4 Verr? (@) #(0,0)
a (‘Tay) = (0,0)

a) Wie muss die Konstante a gewéhlt werden, damit f(x,y) in (0,0) stetig ist? (Hin-
weis: Ubergang zu Polarkoordinaten)

b) Man bestimme eine Parametrisierung und eine implizite Darstellung der Tangen-
tialebene an den Graphen z = f(z,y) im Punkt P(3,0,0).

L6sung

a) Ubergang zu polarkoordinaten liefert:

o » .
SINEr) gy, 28008 g g S00) e cos(r) = 20101 = 2
r—0 T r—0 r r—0 r r—0
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b) Berechnung der Tangentialeben mit Taylorentwicklung:

T T ¢ [z—7% 4 \"(z-2Z 4

\)

Berechnung mit Parametrisierung:
Der Aufpunkt der Ebene ist (Z,0,0)7.
Die Richtungsvektoren ergeben sich:

1 1
u= 0 = 0 v = 1 =11
f2(3) — fy(3) 0
Fiir die Tangentialebene ergibt sich:
5 1 0
t=10]+a|l 0 | +4811 a,BeR
0 —4 0

e

1.3 Aufgabe (Potentialkasten)
Zeigen Sie, dass die Wellenfunktion ¥ : R3 — R

U(z,y,2) = sin(mngz) - sin(rnyy) - sin(rn,z) mit ng, ny, n, € N\ {0}

die Schrodingergleichung fiir den 3-dimensionalen Potentialkasten 16st:
h2
——AVU =FEV
2m (x7 y? z) (x7 y? z)

und berechnen Sie die moglichen Energieniveaus Enp, n, n. -

Losung (Potentialkasten)

Wir leiten ¥ zweimal nach x ab und erhalten:

62
@\I/(x, y,2) = —m2n2 - sin(mn,x) - sin(mnyy) - sin(mn,z) = —1nk - U(z,y, 2)
Analog folgt Wy, (z,y,2) = 771'2’&5\1’(:6‘,];,2) und ¥, (2,y,2) = —72n2¥(z,y,2). Dies

setzen wir in die gegeben Schrédingergleichung ein und erhalten:

hQ 82 82 82 27.‘_2
- (81:2 + o2 + 322) U(z,y,2) = o (n? + n; +n2) = Enyngn.Y (2,9, 2)

2m

h%n?
= E”m’n’yvnz = om

(ni + ni + nz)
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1.4 Aufgabe (Wellengleichung)

Sei f,g : R — R zweimal differenzierbar und ¢ > 0. Zeigen Sie, dass die Funktion
U(t,x) : R? — R,

U(t,x) = f(z —ct) + glx + ct)

die Wellengleichung
DXV (t,x) = 2O2VU(t,x)

erfiillt.

Losung (Wellengleichung)

Wir fiihren zundchst die neuen Variablen
u(x,t) =x —ct

v(z,t) =x+ct

Nun berechnen wir die partielle ableitung nach ¢:

ou ov ou ov
8t2\11(x,t) = at(fu(u) a —{—gv(?})' a ) = _C’fuu(u)'a"i_c'gvv(v)'a = 62 (fuu + gvv)
Inet —~

Nun nach z:
a"%qj(xvt) = 0Oy (fu 1+ gy - 1) = fuu + Guo

Dies setzt man in die Wellengleichung ein und verifiziert so die Lésung.

1.5 Aufgabe (Totales Differential)
Man bestimme das totale Differential der folgenden Funktionen:
a) f(z,y) =4’y — 3z - ¢

b) f(x,y,2) = In(y/2% +y* + 22)

Losung
a) dz= (122%y — 3 - e¥)dx + (42° — 3z - e¥)dy

dx + dz

— x Yy z
a) du= Tyt 22 P N e dy + 22y 122
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2 Extremwertberechung

2.1 Aufgabe

Bestimmen Sie die kritischen Punkte der Funktion f : R? — R und chrakterisieren Sie
diese.

flz,y) = % — 12zy + 8y3

Losung

322 — 12y
VI= <—12x + 24y2> =0

I 32— 12y =0
II — 120424y =0 <z =2y°
ITin I:
0=y’ -1 ey =021=00 V (y2=129=2)
Die Punkte P;(0,0) und P5(2,1) sind stationére, bzw. kritische Punkte.

6x —12

det(Hy(x)) = det <_12 48y

) = 2887y — 122

Es ergibt sich:
P1(0,0) : det(Hf(0,0)) = —122 < 0 = Sattelpunkt
P>(2,1) : det(Hf(2,1)) >0 mit fz2(2,1) =12 > 0 = lokalesMinimun
2.2 Aufgabe
Gegeben ist die Funktion f : R? — R:
F) = Il —alx|* + a7 mita € R\ {0}
Berechnen Sie die kritischen Punkte und charakterisieren Sie diese in Abh&ngigkeit von
a.
Losung

Stationare Punkte:

B 2:1:((x2+y2)—a+1) B
Vf‘( 2(2(2? + y?) — a) >‘°

e Fall 1: 1 =0Ay; =0
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o Fall 2: x5 =0 A (2(22 +9y3) —a) =0
& Yy = \/7:>fur a>0
e Fall 3: (2(z3 +93) —a+1)=0Ay=0

S 9 = :>fur a>1

o Fall4: (2(z3+93) —a+1)=0A (2(23 +43) — a) = 0 = keine Losung
Fiir die Hessematrix ergibt sich:

20622 +2y?> —a+1) 8y
8xy 2(222 4 6y* — a)

Charakterisierung der stationdren Punkte:

e Fall 1: a beliebig = P;(0,0)

>0 fiir a>1 (mit f, <0) (lokalesMaximum)
det(Hf(0,0)) =4a(a—1)¢=0 fir a=1 (mit fy, =0) (sicheFall4)
<0 fir a<1 (mit fzz>0) (Sattelpunkt)

o Fall 2: a > 0= Py(0,+,/9) A Pi:
det(H (0, :t\/g)) =8a >0 mit fyz > 0ist Py ein lokales Minimum

e Fall 3: a > 1= P3(+/%52,0) AP, A Py

a—1
2

det(H (£ ,0))=8(1—-a)<0

elalld:a=1= P NP,
Problem: det(H¢(0,0)) = 0 = keine Aussage

Um trotzdem zu testen um welche Art von stationdren Punkt es sich handelt,
betrachten wir f(z,y) — f(0,0) in der Nahe von (0,0):

X = <€ COS(¢)> mit € hinreichend klein

esin(¢)
A = f(ecos(¢),esin(¢)) — £(0,0) = €2(e? —1 + cos(¢))
[0,—2]

Fir ¢ = 0 folgt A > 0 und fir ¢ = 7 ist A < 0, d.h fiir a = 1 ist (0,0) ein
Sattelpunkt Zusammen:
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a < 0: P;(0,0) Minimum
o <a < 1: P(0,0) Sattelpunkt, P(0,+,/%) Minimum

a=1: P1(0,0) Sattelpunkt, P(0,4,/%) Minimum

a>1: P(0,0) Maximum, P,(0,+,/5) Minimum, Ps(£,/%*,0) Sattelpunkt

2.3 Aufgabe
Gegeben ist die Funktion
f(z,y) = sin(z) sin(y)

Diskutieren Sie f(x,y) (Periodizitéit, Nullstellen) und bestimmen Sie lokale Minima, lo-
kale Maxima und Sattelpunkte. (Betrachten Sie zuerst die Periodizitét und schrénken
Sie so den zu untersuchenden Bereich ein.)

Losung
Da sin(x) 2m-periodisch ist gilt:

flx+2m,y) = f(z,y) = f(z,y + 2m)

Es reicht also den Breich 0 < z < 27 und 0 < y < 27 zu untersuchen.
Nullstellen: 0 = sin(z) sin(y)

=szxz=nrVy=mr n,m=0,1,..

Kritische Punkte:

vf = (cos(x) sin(y)> 0

sin(z) cos(y)
Fall 1: sin(y) = 0 Asin(z) =0
s r=kr ANy =Ilr < P (kr,lr)
Fall 2: cos(y) =0 Acos(z) =0

v T 7r 7r
<:>m:§+m7r/\y:§—|—n7r<:>P2(§+m7r,§—|—n7r)

Charakterisierung der kritischen Punkte:

[ —sin(x)sin(y) cos(z)cos(y) \ _ sin(2)? — cos(u)?
det Hy(w,y) = < cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y)) = sin(z) v
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(z,y) | detHp(z,y) | foa(z,y) Typ
(0,0) -1 Sattelpunkt
(,0) -1 Sattelpunkt
(0, ) -1 Sattelpunkt
(m, ) -1 Sattelpunkt
(%7 g) 1 -1 lokales Maximum
(%’T7 %) 1 lokales Minimum
(Z, 37”) 1 lokales Minimum
(37“’ 37”) 1 -1 lokales Maximum
2.4 Aufgabe
Bestimmen sie lokale Maxima, Minima und Sattelpunkte folgender Funktionen:
a)
fx,y) = 3wy? + 4o — 3y* —122% + 1
b)
fla,y) = (a® +y%) - e*
LOosung

a) Es ergeben sich vier kritische Punkte:
(1,2): det Hy = —144 < 0 = Sattelpunkt
(1,-2): det Hf = —144 < 0 = Sattelpunkt
(0,0): det Hy = 144 > 0 und f, = —24 < 0 = lokales Maximum
(2,0): det Hf = 144 > 0 und f5, = 24 < 0 = lokales Minimum

b) Es ergeben sich zwei kritische Punkte:
(2,0): det Hf = —4 - e~* < 0 = Sattelpunkt
(0,0): det Hy =4 > 0 und fzz =2 > 0 = lokales Minimum



