Ferienkurs Analysis I SS08
Freitag — Integration
Musterlosung der Aufgaben

1 Potenzreihen

Aufgabe 1.1

a) Zeigen Sie die Existenz des Grenzwertes

und berechnen Sie ihn.

Loésung:

1
Die Funktion ¢(t) = In 1% ist im Intervall |—oo, 1[ definiert und differenzierbar. Der Wert der Ableitung ist

d 1 1
gt)y=(1-t)- preparink e Hieraus folgt insbesondere Existenz und Wert von
1 1
lim = 1 =4 = 1.
0 t . 1-1¢ g(0)
£0
Alternativ: Mit I’'Hospital geht’s auch.
b) Beweisen Sie die Identitét
e " x
Z—Zz/ ln—dt -l<z<l.
n=1
Loésung:
1 o0
Aus der geometrischen Reihe ergibt sich ¢'(z) = 1 = Zm" Integration iiber x €]—1,1[ liefert folglich
—x
n=0
s n+1 1 oo xnfl
g(z) = Z o Z — und Eg(:t) = Z . Nochmalige Anwendung der gleichméfligen

n=1 n=1
Konvergenz der Potenzreihe auf kompakten Teilintervallen von |—1, 1] bringt nach gliedweiser Integration die

Behauptung
v 1 o z"
—In——dt = —.
/0 t Tt z:n2

n=1

Alternativ: Zeigen, dass die beiden Ausdriicke dieselbe Ableitung und denselben Wert bei 0 haben.

Aufgabe 1.2

a) Zeigen Sie mithilfe der Potenzreihen des Sinus bzw. Sinushyperbolicus die folgenden Identitéiten:

(sinz) = cosz

(sinhz)" = coshx

Losung:
Die Potenzreihe des Sinus lautet: Z (-1)

L 2kl
2k+1!

Wir diirfen Potenzreihen ohne Welteres gliedweise dlfferenmeren und erhalten
%) P21 o %) 22
(sinz)" = ( EO(_l)km)/ = nX_:O( D*(22 + 1) gy (2k+1)' = nX_:O(—l)'“ (Qk)[ = cosT

n=




Fiir die Funktion sinh gehen wir gleichermaflen vor.
2k:+1

(sinhz) = (Z BRI )’ = Z (2z + 1)(%“), = z::() Gy = cosha

b) Bestimmen Sie die Koeflizienten aj der Potenzreihe zur Funktion f(z) = V1 + 2

Loésung:
Wir verwenden die Binomialreihe.

fla)=vTTar= 5 (142 )an

:’“’“:<1z/€2):§(”;52’“*”= b 11 (1-20)

2 Integration

Aufgabe 2.1 Unbestimmte Integrale

Berechnen Sie folgende Integrale:

smf 1
dz NG U \/E,du—ﬁ

:2/dx sinu = —2cosu = —2cos/x

de 2?23 +1 = wi=2a>4+1; du=3z%dz
1 12 2
/dx ;—l/dx . uadratische Ergédnzun
222 —dz + 10 2 @—12+4 d sanzms
1 1 -1 1
=§/dx772: u::ac2 ;du:§d$
()" +1
_1/d LS SRUPRE DRI s
=1 uu2+1—4arcanu—4arcan 5
1
/ de ———— Hinweis: Fiihren Sie eine Partialbruchzerlegung durch.
z(1 —2z)
Ansatz:
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z(1—2z) 21:(30—%)_% r—1 2
1 1 1 . .
—§:A z-3 +Bx:—§A+x(A+B) Koeflizientenvergleich
= A=1, B=-1
1 1 1 1
/dxiz/dxf— r =Injz[-In|z -S| =1In xl
z(1 —2zx) T r—; 2 T3




1 1 1 1
/dx :/dxﬁ:/dx 2z Tz wistan S5 du= 5o
COS T cos? § —sin” § cos? §(1 —tan® §) 2 2cos? §

2 l1+u+1-u 1 1
=|ldu ——=[|dv ——F7———=[du — + =
1—u? (I4+u)(1—u) l—u 14w

1 1+2 2
—Injl —u/+In|l4+u/=In tu =In ot
—u 1—u?
n 1—|—2tan%—|—tan2% I cos? 5 +2cos 5 sin § + sin 2% _
1—|—tan2% cosQ§—sm2“2”
14 sinx
=ln|——
cos T
/dx e’ cosx = pliu=cosz; v =¢”
:ezcosaH—/dx e’sinz = pliu=sinz; v =¢"
=e%cosx +e®sinxy — / dz e*cosx Auflésen nach / dze” cosx
T 1 xT :
= [ dz e"cosz = 3¢ (cosx + sinx)
/d ! |z| > 1 Hinwei
T —, |z inweis
/1‘2_1 bl -

2 — ——— =+ 1
dx TV de YX2——— ui=x+\Var2 -1
x4+ Vr? — )\/ac2 x+\/x2

1

/ —=lnlu| = ln’x—i—\/ ‘ du=1+ —2dz
u

dz

2 —1
1 .
27 = x =: sinhu ;dx = cosh udu
x
coshu coshu
= [ du du = u = arsinh x

/ vV smh2 u—+1 V cosh2

/dz sin’ x = /dx sinz (1 — cos® x)4 = w:=cosz , du = —sinzdx

:f/du (17u2)4:7/du174u2+6u474u6+u8:

:fcostrécosgxffcos :z:+fcos7x77cosgx
3 7 9
1 z? x 1 22+ 2
dzx x+§ e’ e = [ dx 33—1—5 e = u:=x"4+z,du=2x+1
1 1 1
i/du eu:§e“— E2+I
/da: sinzcosx = pliu=sinz, v  =cosx

=sin’x — /d:c cosx sin Auflésen nach /dx sin z cos

: 1.5
= dx SIH.%COSCE:gSIIl xT

Aufgabe 2.2 Bestimmte Integrale

Berechnen Sie folgende Integrale:



T

/ dz sin?z

0

Losung:

cos? z und sin’ z sind 7-periodisch, denn es gilt cos?(z + ) = (— cosz)? = cos® z, analog fiir den Sinus.
Uber die Periode 7 integriert gilt wegen der Translationssymmetrie von Sinus und Cosinus:

T T
/dx cos?x = /dac sin? z
0 0
Damit gilt:

T 1 s 1 T
/dmsinzxzi/dx cos’z +sinz = i/dxlzg
0 0 0

™
/dx cosz(coszsinz + x)
—T

Losung:

Wir untersuchen den Integranden auf Symmetrieen:

sy
dz cosz(coszsinz+ _x )=0
N ——_— ~—

—7 gerade ungerade ungerade

Der Integrand ist eine ungerade Funktion, daher verschwindet das Integral.

Aufgabe 2.3 Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie folgende Integrale auf Konvergenz und berechnen Sie gegebenenfalls deren Wert:

oo
a

a
x3 . 1 43
/dl‘mali{go:i/dlfm alin;o4[ln(x +1):|1:
1

= lim In(a* +1) = In2 — 400

a— 00
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/ v sinh x

0
fir = > 0 gilt:

2n

oo 2n+1 2n T
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1 1
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d > [de —— > [ d = dz —
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b
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/ dx 1422 Zzg?oo dx 5 %E?Marctanb—arctana: g _ (_g) -




r 1 I *
/dm :2/dx =2In(l4+2z)] — 40
1+ |z 1+2
—oo 0

0
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0
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= —2xe " —|—2/dace*z =2 [— e*:’:}go =2

Aufgabe 2.4 Majorantenkriterium

(i) Zeigen Sie, dass durch d(z) := x — § -sinz auf [0,7/2] eine konvexe Funktion gegeben ist und folgern
Sie daraus die Abschitzung sinx > 2z/7 fiir 0 < z < /2.

(ii) Beweisen Sie nun die Existenz des Integrals

T 1
:/dx ln(, >
sin x
0

Losung:

i) d(z) ist auf R stetig differenzierbar mit d’(x) = 1 — Z cosz und d”(z) = Zsinz. Es gilt: d”(z) > 0 fiir
2 2

0 <z < 7. Daraus folgt: d’'(x) ist monoton wachsend auf [0, 7]. Damit ist d(x) konvex auf [0, T].
Mit d(0) = d(%) = 0 und der Konvexitét folgt: d(z) < 0 fir 0 < 2 < 7. Das ist gleichbedeutend mit
sinx > 2z /7.

(ii) Nach (i) gilt auf ]0,7/2] die Abschitzung

1 T
: < —
sinx 2z

2 .
—r<sinz <1l = 1<
T

Wegen der Monotonie des Logarithmus folgt:

0<In (sirlms) <l (%)

Nach dem Majorantenkriterium muss die Existenz von

/dx In
0

gezeigt werden:

jus
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e—0 2 e—0 2x/ 1o
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Damit ist das Majorantenkriterium erfiillt und somit die Existenz des Integrals I bewiesen.

Aufgabe 2.5 Dominierte Konvergenz

(i) Wo liegt der Fehler?
Die Funktionenfolge f,, sei auf [0,1] folgedermaflen definiert:

fn=(n+1)z"



fn konvergiert v;-fast-iiberall (nédmlich iiberall aufler in @ = 1) gegen
f=0

Nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz gilt:

1 1

1= lim [m”“]é: lim /dz fn:/dxf:O
0 0

Losung:

Der Satz iiber dominierte Konvergenz verlangt eine Integrable Funktion g, sodass |f,| < ¢ Vn. Eine
derartige Funktion gibt es jedoch nicht. Daher darf der Satz hier nicht angewendet werden.

Zeigen Sie:

us

lim [ dt \/?sin (\/%> =0
n—oo n t

0

Lésung:

t
falt) == \/;sin (ﬁ) € L(R,vy) konvergiert punktweise gegen f(t) := 0

AuBlerdem gilt:

[fa()] < \/f <1=:g(t) € LR, vy) Vn

Damit sind die Voraussetzungen fiir den Satz iiber dominierte Konvergenz erfiillt, und es gilt:

' T T m bis
nh—{lgo dt \/;sm (\/Z> = /dt f@)y=0
0 0



