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1 Multiple Choice

Aufgabe 1.1 Ldsungen der homogenen Gleichung

Seien x4 (t), z2(t) Losungen der homogenen Gleichung

(n) (n—1) .
r~4+an1 x +...4a1x4+agx =0

Dann sind folgende Funktionen ebenfalls Losungen:

Richtig Falsch
z1(t) — z2(t)
x1(t)x2(t) | X
21(0)z2(0) O X
21(t)x2(0) + 21(0)x2(¢) X O
a121(t) + agxa(t) X O

Aufgabe 1.2 Lisungen der inhomogenen Gleichung

Seien x4 (t), z2(t) Losungen der inhomogenen Gleichung

n n—1
(z)Jran_l( T )+...+a1i+a0x:b(t)

Dann sind folgende Funktionen ebenfalls Losungen:

Richtig Falsch
x1(t) — z2(t)
21(t) — x2(t) + b(2) O X
2x1(t) — z2(t) X |
x1(t)b(t) O X

2 Matrixexponential

Aufgabe 2.1 Matrizexponential

Beweisen Sie folgende Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion:

(i) Seien A, B € C"*™ mit AB = BA. Dann gilt:
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(ii) Sei S invertierbar. Dann ist
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Aufgabe 2.2

Berechnen Sie explizit (ohne den Satz aus der Vorlesung) den Wert von

A1 0
et mit A=[0 X 1
0 0 A\
Losung:
A0 O 010
At — DNt _ oDt Nt it D=[0 X 0 N=|0 0 1
0 0 X\ 00 0
00 1
elPt =M1, N2=1(0 0 0 N3 =04
00 0
N2 N3 Lt
eVt NO + Nt + st gt =01t
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=0
1 ¢ 2 PRVIRINY giext
2 2
eM=15l0 1 1t |eM 0 M  tel
0 0 1 0 0 et

0 Angn—1 0 AN
— nl dt n! :;n n! :Z(n—l)!:;A

n
_ AeAt
n!



Aufgabe 2.3

Berechnen Sie zu folgenden Matrizen den Wert von e4t:
1 1 1 2 0 0
A=11 1 1 und A= |[-2 2 0
1 11 0 -1 2

Loésung:

(i) Die Aufgabe ist gut per Jordanisierung lésbar, mit einem Trick geht es aber schneller:

3 3 3
A% =15 ; Al =A; A’=13 3 3| =34
3 3 3
Behauptung:
1
At = 53"14 fir n>1 (IV)
Beweis per Induktion:
1
(IA) n=1: A1:A:§31A
1 1 1
1S) n—n+1: At=n. 4 33" A -A=33"-34= gB”“A |
A = (A" > (At 1 = 3" 1, = (3" 1
¢ nZ:O n! 3+n§1 n! 3+3; n! 3+3 nZ:O n! 3

3t 42 et 1 e —1
Lo 1 L s 3t 3t
]13+§Ae _§A: 3 e’ —1 e’"42 e’ —1

e3t—1 et —1 e 42

(ii) Auch hier kann man leicht jordanisieren, man kann aber auch A in eine Diagonalmatrix D
und eine nilpotente Matrix N aufteilen, wobei D und N kommutieren:

2 0 0 0 0 0
et =elPteN mit D=0 2 0] ; N=[-2 0 0
0 0 2 0 -1 0
et 0 0
eDt_ 0 e2t O
0 0 e
00 0
N=13; N'=N; N?’=(0 0 0|; N3=03
2 0 0
t2 3. 1 0 0
M= | N4+ Nt+ N2+ N3+ ... [=|-2t 1 0
2 3! 2
| t —t 1
=0
1 0 0
eAt — eDt eNt — 7215 1 0 e?t
2 -t 1



3 Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

Aufgabe 3.1 Homogenes Differentialgleichungssystem

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem zur Differentialgleichung & = Ax mit

1 -2 1
A= 0 -1 -1
0 4 3

Losung:
charakteristisches Polynom:

1-Xx =2 1 ‘
xa=det| 0 —1-X -1 |=01-X3=0
0 4 3-\

= 3-facher EW A =1

0 -2 1
N:=A-113=(0 -2 -1 dimker N =n—rg N =3—-2 =1 = ein Jordan-K&stchen
0 4 2

1 1 0
Jordannormalform: J = |0 1 1
0 0 1

Bestimme Transformationsmatrix S aus Hauptvektoren, so dass A = SJS ™

1 0 8 4 1 0
kerN_< 0 >; ker N2=ker [0 0 0 _< o],[-1 >
0 0 0 0 0 2

00 0 1\ /o\ /o
kerN3:ker000:<0,1,0>
00 0 o/ \o/ \u

o

Wihle vy := [ 0| € ker N3, ¢ ker N2 als Basisvektor.
1

1 4
vy = Nvg = [ =1 | € ker N?, ¢ ker N ; v1 =Nvg=|0] €eker N
2 0
Damit ist vy, vs,v3 eine Jordan-Basis und S := (1]1,’[}2,1}3) die Transformationsmatrix. et =

Selt S~1 ist eine Fundamentallosung. Wegen det S # 0 ist auch Se’/t S71S = Se’! eine Funda-
mentallésung.

41 0\ [ tet Lot det (4t +1)et (262 +1)e!
Se’t=[0 -1 0 0 e tet | =10 —et —tet
0 2 1/ \o o e 0 2et (2t +1)et

Die Spalten dieser Matrix bilden eine Basis fiir das Fundamentalsystem.



Aufgabe 3.2 Inhomogene Differentialgleichungssysteme

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Systeme
t=Ax+b(t) und y=Ay+c(t)

mit

Losung:

(i) Losung der homogenen Gleichung
Berechne Eigenwerte:

xAzdet(_/l\ _1A>:A2+1 = A=

Eigenvektor zu A = +i :

(5 2)=(6)

Eigenvektor zu A = —i :

OB R}

Damit ist A = SDS~! mit der Transformationsmatrix S aus Eigenvektoren:

4T L R (A S N A A
S_<i z> 5 _Qi(—i 1)’ D‘<o —z’)

So lisst sich eine Fundamentallésung X () = e berechnen:

L (e 0 i1 L /1 -1 ie'
_ At _ g Dt g—1 _ 1+ , . .
X(t) =™ =S5 = zis(o e”) (z 1> 2% <z i ) (ie”
([ cost sint
~ \—sint cost
(ii) Losung der inhomogenen Gleichungen

Die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung & = Ax + b(t) ist gegeben durch

x(t) = X(t)zo + /ds X ()X 1 (s)b(s) xo € C?
0

t t

fasme = fasxo (522 () <o fae ()
0

0 0

-x0(7) = (romt)

Somit ergibt sich:

. tsint 2
z(t) = X(t)zo + <tcost> 29 €C



Wir fithren die gleiche Rechnung beim zweiten Gleichunssystem durch:

t t
) 1.2 :
1 _ sinscoss) 5sin“t 1 tsint
/dSX(t)X (s)e(s) = X(t)/ds ( sin? 5 ) = X(®) (;(tsintcost)> ) (tcost —sint
0 0

Damit ergibt sich:

1

. 1 tsint 2
y(t) o X(t)yo + 2 (tcost — sint> weC

Aufgabe 3.3 Gekoppelte Differentialgleichungen

Losen Sie folgendes System zum Anfangswert-Tupel zg = 1,29 = 2, y9 = 3 zum Zeitpunkt ty = 0.

T=—-c+z+y

y= z+i—y
Schreiben Sie das System dazu in ein Gleichungssystem erster Ordnung um.
Losung:

Durch die Substitution v = & erhélt man das folgende System:

ST
I
=
—
=
—= O
S

Charakteristisches Polynom:

-2 1 0 ‘
x=det | -1 1-\ 1 =A1-2)=0
1 1 —1-2X

= FKigenwerte Ay =0, Ao =1, A3 = —1
Berechne Eigenvektoren:

Ao =1 ker | —1

—_ |
—_
_ o
|
MHO
Il
/\
— =
\/

A3 = —1 ker | -1 2

— —
— —
O = O
Il
/\
w |-
—
~_
\/

Es gibt nun mehrere moégliche Wege weiterzurechnen, zwei davon seien hier vorgestellt:

(i) Zerlegung des Anfangswerts in Hauptvektoren (in diesem Fall nur HV erster Stufe, also EV)
durch ,Hinschauen“oder Losung eines LGS:

Mit der Formel aus der Vorlesung kann man fiir jeden Hauptvektor v den Wert von et v
berechnen:
ety =eMtyy =ePvy=v; eMoy=clvy; eMuz=elug



Damit erhélt man eine allgemeine Losung der Form

v(t) | = crvr +caetvg +ezetug

Nun miissen die Koeffizienten ¢1, ¢a, ¢35 so bestimmt werden, dass 2(0) = zg,v(0) = £(0) =
Z0,y(0) = yo. Durch Losen des Gleichungssystems

To 1 1 1 c1 1
vic1 +v2c0 +v3cs = |29l & |0 1 —1 co |l =12
Yo 11 3 cs 3

oder eben durch ,,scharf Hinschauen“erhélt man:
c1=-3; c=3; c3=1

und somit die Losung:
z(t)=-3+3e" +e ' y(t)=-3+3e" +3e7"

(ii) Berechne e* und wende den Satz iiber die Losung des linearen Systems erster Ordnung
aus der Vorlesung an: Diagonalisere dazu die Matrix mittels einer Basis aus Eigenvektoren:

A= SDS™! mit
1 1 1 0 0 O
S = (Ul,vg,vg,) = 0 1 -1 D= 0 1 0
11 3 0 0 -1

Zunichst muss noch S~! berechnet werden. Dazu formt man folgendes System solange um,
bis auf der linken Seite die Einheitsmatrix steht. Dann steht auf der rechten Seitet S—!:

11 1|1 0 0 1110023_Z3/211110
01 —1]0 10 &2 01 -1 010 | 22501 -1| 01
11 3|00 1 00 2[-1 01 00 1/-30
1 10 % 0 —% 1 0 0 2 -1 -1
2010 -5 1 3 22222 000 10 -5 13
=Z2+
00 1|-3 0 3 00 1|-1 o0 3
Nun kénnen wir et berechnen:
11 1 0 2 1 -1
e =8ePs =10 1 0 e _é 1 % =
1 1 O 0 eit -3 O 5

2—1(e+et) —14+e —1+1(e'+e7?)

— %(_ et—l—e_t) et (et—e_t)

N[ =

2—1el—3et —1+e —1+1lel43e?

Die Losung zum gegebenen Anfangswert erhilt man durch:

x(t) Zo 1
v(t) | =e vy | =e [ 2] ; wobei vy = iy
y(t) Yo 3

Es ergibt sich:

z(t) = -3+3e'+e'; y(t)=-3+3e" +3e"

Vo O



4 Skalare Differentialgleichungen

Aufgabe 4.1 Reelle Losungen

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung

(4) .. .
T — 2%+ x = sinwt w>0

Losung:
Zuniichst wird die homogene Gleichung geltst. Charakteristisches Polynom:
X=M-2 1=\ -1)%20

= A\ = +1 (2-fach) Ay = —1 (2-fach)

Damit ist der Losungsraum der homogenen Gleichung:
Ly = <et, e !, tet,te_t>

Die Inhomogenitét hat die Gestalt sin(t) = 3; (™" — e~**). Wir wihlen also als Ansatz:
z,(t) = Ae™!t Bt

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich:

. _ 1 . 1
A(w4 T 2w2 4 1) ezwt —|—B(w4 + 2(,«}2 T 1) e—zut — 27 ezwt _? e—zwt
7 1
Koefhizientenvergleich ergibt:
A B L = z,(1) ! inwt
=—-B= x = sinw
2i(w* 4+ 2w? + 1) P w4 2w +1

Damit ist die Losungsmenge:
L= {al e +age " +aste’ +aste”! +,(t) ‘ Cly...,C4 € C}

Diese Losungsmenge ist bereits reell.

Aufgabe 4.2 Anfangswertproblem

Losen Sie die Differentialgleichung
T+ 3T+ 2x =2t

zum Anfangswert z(0) = £(0) =0

Lésung:

Zunichst wird die homogene Gleichung gelost. Charakteristisches Polynom:
A43A+2=A+2)A+1)=0

= Ay = —2 (1-fach) Ay = —1 (1-fach)

Damit ist der Losungsraum der homogenen Gleichung:

Ly = <e—2t7e—t>



Die Inhomogenitiit hat die Gestalt (by + b1t) €. Wir wihlen den Ansatz
zp, =A+ Bt

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich:
3B+2A+2Bt=2t

Koeffizientenvergleich liefert:

B:l;A:f§
2

Damit lautet die allgemeine Losung:

3
r(t) =are * tage "+t — 3

Bestimme a1, as durch Einsetzen in die Anfangsbedingungen:

3
x(O):alJragfi;O

!
#(0) = —2a; —ay +1=0

1 1 3
= a =7 as =2 :>x(t):—§e_2t+2e_t—|—t—§

Aufgabe 4.3 Inhomogene Differentialgleichungen

Bestimmen Sie die Losungsmengen folgender Differentialgleichungen:
(i)

Do i tom=et

Hinweis: z(t) = e’ ist eine Losung der homogenen Gleichung.

Losung:

Zunéchst wird die homogene Gleichung gelost. Charakteristisches Polynom:
X =AM =203 — A7 20 = A\ - 207 =\ +2)

= )\; = 0 einfache Nullstelle. Aus dem Hinweis folgt, dass Ay = 1 ebenfalls eine Nullstelle
ist. Mit Polynomdivision ergibt sich:

A =222 A+ 2)=(A=-1D)N2 = A=2)= A =1DA=2)(A+1)

Die restlichen Nullstellen sind also A3 = 2 und Ay = —1, jeweils einfach. Damit ldsst sich der
Losungsraum der homogenen Gleichung bestimmen:

Ly = <1,et,e2t,e*t>

Die Inhomogenitit hat die Gestalt aet! mit y = 1. Bei der Wahl des Ansatzes muss
beriicksichtigt werden, dass u = 1 auch eine einfache Nullstelle von y ist:

zy(t) = AtmW et = At et
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:
1 1
A= -5 = z,(t) = —itet
Die Losungsmenge lautet somit:

1
L= {bl + by el +bs e 4y et fit et

bl,...,b4€(C}

(i)

& — 3% + 2z = cosh(t)



Lésung:

Zunéchst wird die homogene Gleichung gelost. Charakteristisches Polynom:
X=X -3 +2=A-1)(A-2)=0

= A1 =1, 2 =2, jeweils einfach. Damit ist der Losungsraum der homogenen Gleichung:
Ly = <ef‘, e2t>

Die Inhomogenitét hat die Gestalt a; et +as e~t. Ansatz:
zp(t) = AtmW et £ Btm(=D o7t = Ate! 4 Be™?

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

1 1
A-(-1)e'+B-(6)e " = iet +§ e !

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

1 1 1 1
A=—-——-— B=— = = ——¢ Py~ et
2’ 12~ T gte e

Die Losungsmenge der inhomogenen Gleichung ist somit:

1 1
L={¢b t b Qt—*tt —t
{1e+ge 2e—&—12e

by,bs € (C}
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