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Repetitorium Analysis 1 fiir Physiker

Aufgabe 1

2
Wir definieren zunéchst die Funktion g(t) = [ f(¢)¢dt
0

Die Menge B = g~ !(] — oo, 5[)ist somit als stetiges Urbild einer offenen Menge ebenfalls offen.

Aufgabe 2

Als Quotienten stetiger Funktionen, wobei der Nenner jew. > 1 ist, sind alle Funktionen g,
stetig.

Fiir den Grenziibergang gilt:

T
r#0= fim (o) = T = T = s <o

x {1, x>0

r=0= gu(x) =0 VneN

Die {iberall stetigen Funktionen g, konvergieren also punktweise gegen die Funktion sgn(x), die
unstetig ist im Punkt z = 0.

Aufgabe 3

a) Die Funktion d(z) = tanxz —x  ist auf dem Intervall [0, 7/2[ stetig und differenzier-
bar auf dem offenen Intervall |0, 7/2[ mit der Ableitung

/7

d(r) = 1+tan’z —1 =tan’x.
Sie ist > 0 fiir alle € |0, 7/2[ . Nach dem Mittelwertsatz gilt dort d(x) = d(x) —d(0) = z-d'(&)
fiir ein passendes ¢ € ]0, z[. Das ergibt d(z) > 0.

b) Die gefragte Funktion g(z) = BT st im Intervall 10, 7/2[ nach der Quotientenregel
x

differenzierbar mit der Ableitung

cosr-x —sinx-1 COS &
g(z) = . = — - (z —tanz) .

Dieser Wert ist nach Teil a) iiberall negativ; folglich ist g (nach dem Monotoniekriterium fiir
differenzierbare Funktionen) strikt monoton fallend.

Aufgabe 4



a.)

1 ehrfaches anwenden der Regel von opital lietert:
i) Mehrfach den der Regel L'Hopital liefi

. x—tanx . 1—1-—tan’z . —2tanx(l+ tan®z)
lim ——— =lim ———— = lim
2—0 x3 z—0 32 z—0 ox
_ lir% -2 tan.r6— 2tan’ x _ 1irr(1] —2(1 + tan?z) — 2((5;) tan® x(1 + tan® z)) — 13
T— €T T—

(i)

: 1
lim (cos l)x — lim e®(eos3) — g merin(eosy)

(&
T—00 T T—00
1 | 1
. In(cos %) ) Cosl<_ sin ) (—23)
lim T = lim —= —
r— 00 = T—00 —
x x
, 1
= — lim tan— =0
T—00 x
3 1 x 0
lim (cos —)" =e€" =1
T—00 x
(iii)
. . . . lim tanzIn(sinz)
lim (SlIl x)tanm — lim etanmln(smz) — /2
mHﬂ'/Q x~>7‘r/2
: 1
In | sin x| —— COS T
1 — 3 sin x
lim —— = lim T
z—m/2 tanx x—T/2 ~ s
= — lim (—sinzcosz) =0
/2
lim (sinz)™* =¢ =1
z—7/2

(iv)

_1

cos? x
1 1
1—tan2 z cos? x

= lim V1 — tan?z = 0

s
1‘*)4

. tanx — 1 .
lim - — = lim
»—Z arcsin(tanz) — 5 2—%

b.)

Zunichst berechnen wir die Ableitungen von y = tan x und damit die Taylorreihe.
y=tanz y(0)=0
y =1+tan’z ¢/(0)=1

y" =2tanz(1 +tan’z) "(0)

y" =2(1 +3tan®*2)(1 + tan’z) y”(0)

— y =+ 1/32° + o(2”)

=0
=2

Fiir den gesuchten Grenzwert erhalten wir schlieflich:

iy & fanT_x— (z +1/323 + o(x%))
e, 23

— —1/3



Aufgabe 5

Zur Untersuchung der Stetigkeit nehmen wir eine Fallunterscheidung vor.
x < 0: dann wird f(x) = v/—z. Aus Aufgabe sss wissen wir jedoch, dass diese Funktion stetig
ist. Analoges gilt fiir x > 0.
Am Nullpunkt gilt:
A Ve =0= Ve

Womit auch die Stetigkeit im Ursprung gezeigt ist.
Nun zur Differenzierbarkeit von f(x).

1
PN

—1
x> 0:dann gilt: f'(z) =

NG

x < 0:dann gilt: f'(x)

im Falle x = 0 folgt jedoch:

I R
x—>(%}\2<0 2\/5 - T :L’—>(%/\mac>0 2\/5 =

Abbildung 1: Graph zu f

Aufgabe 6

a). Die Funktion y +— |y| erfiillt die Relation |y + 1| = |y] + 1 fir alle y € R. Deshalb
wird

zack(x + 1) = Lx+3/2j—x—l‘:“x+1/2j+1—x—1 = zack(z) firalle z € R.

Auf dem Intervall [—1/2,1/2[ gilt zack(x) = |—x| = |z|, und im Punkt = = 1/2 ist zack(1/2) =
I1 — 1/2] = zack(—1/2) = 1/2. Mithin ist zack(x) = |z| fiir alle x € I = [-1/2,1/2]
und zack(z + 1) = zack(z) sonst. Insbesondere ist die Restrikton von zack(x) gleich —z auf
—1/2 <z <0, also linear und zack(z) = = auf 0 < z < 1/2 ebenfalls linear.

b.) Offenbar ist zack auf I stetig mit einem einzigen Minimum bei z = 0 und mit je einem
Maximum in = —1/2 und in = 1/2. Wegen der Periodizitat ist zack(z + m) = zack(z) fur
alle m € Z und alle x € I. Daraus folgt auch die Stetigkeit von zack auf R. Die Menge der
Minima von zack ist Z, ihre Maxima liegen genau in den Punkten von 1/2 + Z. Zwischen je
zwei benachbarten Extremstellen von f verlduft die Funktion linear.



Aufgabe 7

h)—1 h)—1
a) Wir zeigen zunéchst lim % =1 = lim % .
AN) h h,0 h

Zum Beweis folgern wir aus der charakteristischen Ungleichung exp(z) > 1 4 = und der Funk-
tionalgleichung von exp fiir alle h €]0, 1 [ die Abschétzung

(1+h/2)? < (exp(h/2))2 = exp(h) = exp(l—h) < 1ih'

Daraus erhélt man fiir alle h €]0,1]

exp(h)—1< 1( 1 1)_1ih'

1 h/d < Tt
+h/4 < B =7

1—h
Beide Seiten in den letzten Abschitzungen konvergieren fiir h ™\, 0 gegen 1. Das ergibt den
Grenzwert limj\ pexp(h) = 1 und die erste Gleichung in der Behauptung. Nun ist fir alle
te]0,1]
exp(—t) -1 1 exp(t) —t
—t ~ exp(t) t ’
daraus ergibt sich nach dem bereits Bewiesenen auch die zweite Behauptung. Sei jetzt a € R

beliebig. Dann wird fiir alle h € R\ {0}:

exp(a + h) — exp(a)
h

exp(h) —1 ‘

= exp(a) A

Hieraus folgt jetzt exp’(a) = exp(a).
b) Nach der Kettenregel wird die allgemeine Potenz z* = exp (a In x) in RY differenzierbar mit
der Ableitung

d

—r a—1 )
dx

= a%~exp(a1nx) = aexp((a—1)lnz) = az

Darin wurde die Formel In'(x) = 1/x verwendet.

Aufgabe 8

a) Es ergibt sich mit der Summen-, der Ketten- und der Quotienten-Regel

sinh'(z) = 1(e"+e*) = coshz,
cosh’'(z) =1(e®* —e™*) = sinhz,
. / o ! 2 o 2
tanh'(z) — sinh’(x) cosh(z) 2Slnh(x) cosh’(x) _ cosh”(x) 2smh (x) 1 tanh®(z).
cosh”(x) cosh?(z)

b) Aus der bekannten Limesbeziehung lim, .., e™* = 0 folgt fiir die differenzierbare und da-

her auch stetige Funktion sinh, dass supsinh(R) = oo gilt. Mit sinh(—z) = —sinh(z) ergibt
sich daraus auch infsinh(R) = —oo. Weiter garantiert die strikte Positivitdt der Ableitung



sinh’(z) = coshz, dass sinh eine samt Umkehrfunktion stetig differenzierbare bijektive Ab-
bildung von R auf sich definiert. Nach dem Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion be-
sitzt die iiblicherweise Arsinh bezeichnete Umkehrfunktion von sinh aufgrund der Relation
cosh? z — sinh? z = 1 die Ableitung

1 1 1
Arsinh’(y) = — _ = = —.
sinh’(Ar sinhy) \/ 1 + sinh?(Arsinh y) 1+ 42
Die Funktion tanh und ihr Wertevorrat tanh(R) =]—1,1[ wurden bereits in H30 bestimmt.

Die strenge Positivitdt der Ableitung tanh’y = 1 — tanh®(y) bestiitigt noch einmal das streng-
monotone Wachstum von tanh und die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion Artanh. Nach
der Formel von oben gilt

1 1 1
Artanh'(y) = - = 5 = :
tanh’(Ar tanh y) 1 — tanh*(Ar tanh y) 1—y?

Aufgabe 9

Wir berechnen die 2008.te Ableitung mithilfe der Leibniz-Formel. Es gilt:

2008 2008
f(2008) :$2<€cm)(2008> +( ) )(xQ)/(ecx)(2007)+ (( ) ))(x2)/l(€cx)(2006)

Die restlichen Summanden verschwinden, da hhere Ableitungen von x? gleich sind. Zusammen
mit 22(e)™ = 22" folgt somit:

JEO® = 2008526 4 2. 2008 - *% e 4 2 - 2008 - 2007 - 2706

Aufgabe 10

a) Die Funktion  f(z) = exp(2Inz) ist auf dem Intervall J = ]0, co| differenzierbar mit der
(aus Ketten- und Produktregel gewonnenen) Ableitung

1—Inxz
) 2

1 —1 1
f(z) = exp(—lnx) : [—21nx—|——2 = gl/e
T T T T

Sie ist offensichtlich grofer als Null, falls 0 < z < e gilt, gleich Null bei x = e und kleiner als Null,
falls e < x < oo gilt. Daher ist aufgrund des Monotoniekriteriums f strikt monoton wachsend
im Intervall 0 < x < e und strikt monoton fallend im Intervall e < x < co. Insbesondere liegt
bei x = e ein isoliertes lokales Maximum von f.

1
b) Das Argument 2T der Exponentialfunktion in der Definition von f geniigt am rechten

X
Intervallende oo von J der Voraussetzung der zweiten 'Hopitalschen Regel. Sie ergibt

1 1
lim —~ = lim # = 0; und daraus folgt lim z¥/* = * = 1.
r—00 €T r— 00 r— 00
: . . . Inz
Am linken Intervallende von J gilt wegen 1{1}) Inx = —o0  erst recht 11<% — = —00. Das
T f i

ergibt wegen lim,_, . €Y = 0 den Grenzwert h{% zH* = 0.
xT



c¢) Aus der Tatsache n'/" = f(n) und mit dem unter Teil a) festgestellten Monotonieverhalten
von f ist das Maximum von (n'/") unter den beiden Zahlen 2'/? und 3" zu suchen. Ihre
Differenz hat dasselbe Vorzeichen wie die Differenz der sechsten Potenzen. Fiir sie aber gilt
(21/2)6 =8 < (31/3)6 = 9. Mithin ist f(3) = 3'/% das Maximum der genannten Folge.

Aufgabe 11

Wir zeigen zunéchst die gleichméflige Stetigkeit der Wurzelfunktion.
Fiir x, Az > 0 gilt die Abschitzung : vz + Az — /x < v/ Az (verschiebe Az auf die rechte
Seite und quadriere alles)

Fiir beliebiges x,y > 0 und Ax = y — x wobei 0.B.d.A. gelte y > z folgt:

z—yl<d= Ve -yl <V]r—yl<Vi=c¢

was die gleichméflige Stetigkeit der Wurzel-Funktion beweist.

Die Funktion g(z) = 2 ist als Produkt der stetigen Funktionen y = x bekanntlich stetig
auf ganz R. Um zu zeigen, dass sie nicht gleichmifBig stetig ist, wéhlen wir ein festes ¢ = 1 und
beweisen, dass hierzu kein § > 0 existiert.

Sei nun 6 > 0 beliebig und wéhle x = % sowie y = % +9/2, dann gilt:

|z —y|=08/2 < §aber [f(z) — f(y)] =10%/4+ 1] >1=¢

Aufgabe 12

a.) Betrachte die Funktion f(x) = (x — 1) — Ln(z) fir x > 0

hH(l] f(z) =400

lim f(x) = lim (z[1 — 1 %]) = +00

T—00 T—00 €T €T

Nun berechnen wir die Extrema von f. Aus f'(z) =1 — 1 = o folgt: = 1 ist ein mdglicher
Kandidat. Aufgrund der Grenzwertbetrachtung muss es sich um ein globales Minimum handeln
und f(z)=x—1—Lnzx > f(1)=0

— Lnz<zx—1 bzw. Ln(z+1) <=z

Fiir die zweite Abschétzung verwenden wir die Funktion g(z) = Lna — (1 — 2). Es gilt:

g(x):Lnx_(l_l)z—ljn(l)_1+%

T x
1 1
— (= —1) = Ln(~
- Ln(h)
1
— f(2)>0
1)
1
= 1——-<Lnx bzw. 1— < Ln(z+1)
x r+1

zusammen folgt also:




b.) Die Funktion Ln(z + 1) hat bekanntlich die Ableitung —.
Fiir diese Ableitung kénnen wir jedoch sehr einfach mithilfe der geometrischen Reihe die Po-
tenzreihendarstellung angeben.

1 1 " n
1+x:1—(—x)zz(_1) v

Durch Integration dieser Potenzreihe erhalten wir:

Ln(z+1) = Z(—w?‘fjl = Z(—wﬂ%

n=0 n=1

Mit der Abschéitzung aus Teilaufgabe a.) Ln(x + 1) < x folgt nun fiir die Funktion h(z):

2
h(x):Ln(1+z) z x/ZS_g fir x > 0.

T




