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3.1 (Eichtransformationen)

Gegeben sei das Vektorpotential A = (zy,yz,zz)T. Erfiillt es die Coulomb-Eichung
V - A = 07 Fiihren sie eine Eichtransformation, A’ = A — Vf, durch, so dass A’ die
Coulomb-Eichung erfiillt.

LOSUNG:

V- A=y+z+2#0
A=A-Vf A =0=V-A-V

1
= f= 6(x3+y3+23)
3.2 (Impuls zeitunabhéngiger Felder)

Betrachten Sie ein Koaxialkabel aus zwei konzentrischen, unendlich langen Hohlzylin-
dern mit Radien a und b, die von Stromen gleicher Starke I in entgegengesetzter Rich-
tung durchflossen werden. In einem idealisierten Bild seien diese Stréme durch die Bewe-
gung von Elektronen (’-’) mit konstanter Geschwindigkeit v relativ zum Hintergrund
der ruhenden, positiv geladenen Atomriimpfe (’+’) verursacht. Beide Leiter seien im
stromlosen Zustand (’0’) elektrisch neutral, d.h. die gesamte Ladung pro Léngeneinheit

)\(()a’b) = )\(_(17,(1)7) + /\Sf’b) verschwindet auf jedem der Zylinder.

a) Zeigen Sie, dass aufgrund der Lorentz-Kontraktion die beiden Leiter im stromfiihren-
den Zustand eine nichtverschwindende Gesamtladungsdichte A(¢*) = A ’b)—l—)\f ) #0
besitzen und berechnen Sie das resultierende elektrische Feld E im Raum zwischen
den beiden Hohlzylindern.

b) Bestimmen das magnetische Feld B im Zwischenraum und ausserhalb der beiden
Zylinder und die mit dem Gesamtfeld verbundene Impulsdichte g = ¢gEE A B. Zeigen



Sie, dass sich der Gesamtimpuls Pgeq/L des elektromagnetischen Feldes pro Lénge
L sehr einfach durch die Stromstéarke I und die Potentialdifferenz V' zwischen den

beiden Zylindern ausdriicken lasst.

c¢) Verbinden Sie nun die beiden Hohlzylinder im Unendlichen zu einem geschlossenen
Stromkreis. Als Folge der Differenz eV in der potentiellen Energie der Elektronen

sind die Betrige ihrer Geschwindigkeiten v(®?)

im inneren und &usseren Zylinder

verschieden. Berechnen Sie die daraus resultierende Differenz des relativistischen
Parameters v und zeigen Sie, dass die Bedingung identischer Strome I = Av in bei-
den Zylindern dazu fiihrt, dass der Impuls, der im elektromagnetischen Feld steckt,
exakt durch den mechanischen (relativistischen) Impuls der Elektronen (jeweils pro

Léangeneinheit) kompensiert wird.

LOSUNG:
zZu a)
=0 = A =0
Im Bezugsystem (’+’) der Atomriimpfe gilt:
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Integriere tiber einen Zylinder mit Radius a < r < b:
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mit der Bedingung 1% = I® = I = v und N/L = \/e gilt dann:
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3.3 (Feld einer Punktladung in bewegten Bezugsystemen)

Eine Ladung () ruht im Koordinatenursprung eines Inertialsystems I. Mit Geschwindigkeit
v = ve, bewegt sich relativ dazu ein Beobachter in einem Inertialsystem II. Im Moment
t; = t;; = 0 treffen sich Beobachter II und die Punktladung im Koordinatenursprung des
Inertialsystems II.

a) Geben Sie einen Vierervektor A7 an , der das Feld der Ladung im Bezugsystem I
beschreibt. (ohne Rechnung)

b) Berechnen Sie daraus den Vierervektor A7, der das Feld der Ladung im Bezugsystem
IT beschreibt, ausgedriickt durch die Koordinaten des Inertialsystems II.

c¢) Berechnen Sie das elektrische und magnetische Feld, das Beobachter 11 sieht, ausge-
driickt durch die Koordinaten des Inertialsystems II.

d) In welchem Inertialsystem II kann der Beobachter der Punktladung ein magnetisches
Feld wahrnehmen, das betragsmaéfig grofer als das von ihm gesehene elektrische Feld
ist?

Begriindung!

LOSUNG:
Bezeichnung: Koordinaten in I: z, Koordinaten in II 2’
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zu d) Da B? — LE? invariant unter Lorentz-Transformationen ist und im Bezugsystem I

B? — C%EZC = —C%Ez < 0 gilt, gilt auch in jedem anderen Bezugsystem B? < C%EQ.

3.4 (Multiplikation von Lorentz-Transformationen)

Die Analogie von Lorentz-Transformationen (LT) und Drehungen im euklidischen Raum
wird deutlich an der Darstellung

B coshy —sinhy
A= ( —sinhy  coshy ) (®)

der Matrix, die eine LT in ein mit 3 = tanhy entlang der 2'-Achse bewegtes Bezugssystem
beschreibt.

a) Bestimmen Sie eine 2x2-Matrix o, so, dass A = e X7= gilt.

b) Verifizieren Sie, dass zwei LT’s in derselben Richtung mit Parametern y; und y» un-
abhéangig von ihrer Reihenfolge zu einer einzigen LT mit Parameter x;+ x2 dquivalent
sind und bestimmen Sie daraus, wie sich die entsprechenden Geschwindigkeiten v,
und vy relativistisch addieren.

¢) Bestimmen Sie die 4x4-Matrizen K1 und K2 mit denen L'T’s entlang der z1- bzw. xo-
Achse allgemein in der Form A; , = e X12512 dargestellt werden konnen. Zeigen Sie,
durch explizite Berechnung des sogenannten Kommutators K7, K] = K1 Ko— Ky K7,
dass aufeinanderfolgende L'T’s in x;- und x3-Richtung &hnlich wie zwei Rotationen
um verschiedene Drehachsen nicht miteinander vertauschen.

Hinweis: Die Relation e?e? = ePBe? fiir zwei Matrizen A und B gilt nur, wenn sie

miteinander kommutieren, d.h. [A, B] = 0 ist.



LOSUNG:

zu a) mit
(01
=1 g
folgt:
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. 1 2n 1 2n+1 .
= exp(—x0,) = Z <W(_X) 1+m(—x) 0;,;) = cosh(x)1—sinh(x)o,
n=0
[ coshy —sinhy
~ \ —sinhy coshy
zu b) mit
coshyjcoshys + sinhy;sinhy, = cosh(x1 + x2)
und
coshxasinhy; + coshy;sinhys = sinh(y; + x2)
gilt:
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B coshyjcoshys + sinhyjsinhys ~ —(coshyasinhy; + coshy;sinhys)
~ \ —(coshyssinhy; + coshyjsinhys)  coshyjcoshys + sinhy;sinhys

_ ( cosh(xy + x2) —sinh(x; + x2) ) (9)
—sinh(x1 + x2) cosh(x1 + x2)
aukerdem gilt:
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zu ¢) im vierdimensionalen Minkowsikiraum lauten die Matrizen K un Ks:
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Der Kommutator der Matrizen lautet:
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