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1.1 (Ergénzungen zur Vorlesung)

a) Zeigen Sie die Giiltigkeit der 1.Maxwellschen Gleichung. Benutzen Sie dazu den expe-
rimentell gefundenen Ausdruck fiir das elektrische Feld einer Punktladung im Ursprung:

E(@) = ——
(%) drreq |Z)?
Losung:
Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir eine Punktladung:

Fiir eine beliebige geschlossene Oberflache (bei Punktladungen 0.B.d.A. eine Kugel vom
Radius R) S um die Punktladung gilt:

/ div(E)dz = f{ E -t Pz = 7{ E,(R)é,d*x = 4nR*E,(R) = L
4 Gauss S S

Mit dem Superpositionsprinzip folgt fiir beliebige Ladungsverteilungen:

. 1 .
/ div(EYdPr = — [ p(7) Pz = div(E) = 2
y

€0 €0

b) Zeigen Sie die Giiltigkeit der 4.Maxwellschen Gleichung. Verwenden Sie hierzu das
experimentell gefundene Ampérsche Gesetz:

Losung:
Sei F eine durch OF begrenzte Fliche, durch die der gesamte Strom senkrecht hindurch-
fliefot:
rot(B) &z = B-ds= pol
/A Stokes oF

= rot(B) = poj

¢) Zeigen Sie unter Verwendung der Maxwellgleichungen die Giiltigkeit der Kontinuitéts-
gleichung.

Losung:
Zuhéchst stellen wir wegen der 4. Maxwellgleichung fest, dass im statischen Fall gilt:

1 —
div(j) = —div(rot)B =0
Ho



Stréme treten also in rein statischen Problemen nur als Ringstrome auf. Weiterhin nehmen
wir Ladungserhaltung an also ) = —I. Es folgt fiir beliebige Volumina:

a/ atdkz':—fz—f'%u-ﬁfxz :—/ﬁw*f P
0] PLE) Q b @ NP | div(i(@))

Gauss

—

= Op(Z,t) + div(y(Z,t)) =0

d) Zeigen Sie, dass das magnetische Moment die Form wie in der Vorlesung angegeben
annimmt am Beispiel eines Stromdurchflossenen Kreisringes.

(Hinweis: A(Z) = Lo mxt)

4w 1?2
Lo6sung:
Wir setzen in Kugelkoordinaten:
cos(p)sin () cos(¢') —sin(¢)
T=| sin(¢)sin(f) ; @ =R\ sin(¢) ; d§'=R-d¢' | cos(¢)
cos(0) 0 0
Es folgt:
o —sin(¢)
7{3?’ T ds = R2/ de¢' | cos(¢') | (cos(¢')cos(¢p)sin(0) + sin(d')sin(¢)sin(f))
c 0 0

Die Terme, die im Integral Terme von der Form sin?(¢’) bzw. cos?(¢') werden zu .
Gemischte Sinus- und Kosinusterme haben Stammfunktionen von der Form sin?(¢’) bzw.
cos?(¢’) und fallen daher weg.

—sin(¢)sin(6)
¢)s

#%f’-ﬁd?zﬂﬁ? cos(p)sin ()
¢ 0

Die Vektorielle Fliiche in unserem Fall ist F' = 7R? - €,. Man erkennt nun:
7{ 7.7di =Fx7

Also gilt fiir ein reines Dipolpotential mit der angegebenen Formel unter Beriicksichtigung
der Multipolentwicklung die Identitét:

m=IF

1.2 (E— und B-Felder verschiedener Ladungsverteilungen)

a) Berechnen Sie das Elektrische Feld, sowie das Potential einer Vollkugel mir Radius
R in den beiden Fallen:



i) Einer leitenden Kugel mit Gesamtladung Q
ii) Einer radialen Ladungsverteilung p(r) = poe’/®

Losung:

i):

Das Problem ist kugelsymmetrisch, daher interessieren uns nur die Radialkomponenten
der einzelnen Grofen. Da in einem Leiter keine elektrischen Felder vorliegen und daher

alle Ladungen den maximalen Abstand voneinander haben, gilt:

Q

p(r) = 6(R)or = 8(R) -

Es folgt stets aufgrund der Symmetrie:
E(@) = E.(r)é, = ¢ E@)df = f{ 12 E,(r)dQ = 4mr2E,(r)
ov Q

Weiterhin gilt:

= 1 0; <R
; 3, 2\ g3 — )
/de(E)d = . /Vp(x)d { Q. .o p

Mazwell o

Es folgt fiir das Feld mit dem Satz von Gauf:

o Q 0; r<R
ET(T) - 471'607“2 1 r> R
Das Potential ist erkliart durch:
[ . Q }%; r<R
O(r) = /T E.(r)dr = ®(r) = o %; v s R

ii):
Das Vorgehen ist Analog zu oben. Als Gesamtladung erhalten wir durch partielle Inte-
gration:

R
Q= 47r/ 2 poe™*dr = dmpo((aR* — 2a°R + 2a%)ef* — 243)
0
Es folgt aufkerhalb der Kugel:

Q  po((aR? — 2a’R + 2a%)e/* — 24°)
- Amegr? €2

E.(r)

fiir das Potential folgt hier:

po((aR? — 2a*R + 2a®)ef/* — 24®)
€T

o(r) =

Im Inneren der Kugel finden wir:

po((ar? — 2a%r + 2a®)e’/* — 2a?)
€or?

E.(r) =

Auf eine Berechung des Potentials wollen wir verzichten.

b) Berechnen Sie das elektrische bzw. magnetische Feld sowie die entsprechenden Po-
tentiale fiir eine unendlich langes Koaxialkabel mit den Radien a<h:



i) Wenn der Innenleiter von einem Strom [, durchflossen wird

ii) Wenn Innen- bzw. Aufenleiter von den Strémen [y bzw. —I durchflossen werden

iii) Wenn der Innenleiter mit einer konstanten Lingenladungsdichte A\ geladen ist

iv) Wenn Innen- bzw. AuRenleiter mit den Langenladungsdichten A bzw. —\ geladen sind

Losung:

i):
Das Problem ist Zylindersymmetrisch, d.h. das Magnetfeld hat nur eine Komponente in
¢-Richtung:

—

B(¥) = Bo(r) - &,

Weiterhin gilt:

kol .
= Bg(r) = 2my
2(r) B r<a

Es ergeben sich keine weiteren Fallunterscheidungen.
Die ®-Komponente der Rotation hat in Zylinderkoordinaten die Form:
(azAp - apAZ)

A hat nur eine z-Komponente, da sonst B nicht rein in ¢-Richtung Lége.

—lipay . r>a

oo
_ poj(a®—r?) |
4 )

= By(r) = —0,A.(r) = A(r) = {

r<a

Der Potentialnullpunkt liegt auf der Leiteroberfliche (r=a). ii):
Alles analog zu i). Auferhalb von b sind das Feld und Vektorpotential jedoch 0.

iii):
Aus symmetriegriinden hat E nur eine Komponente in r-Richtung. Es gilt:
]{ E(Z) - Ad*x :/ 2rrE,.(r)dz
oV —0o0

Andererseits ist:

3 A (r — (A
/dwEd%:/Md%:/ { o T
v v 2maeg L 0; r<a
D.h. es gilt:
2 r>q
E — 2mwegr
() { 0; r<a

Das Potential ergibt sich analog zu oben mit Nullpunkt im Innenleiter zu:

A n(%); r>a
— 2me r/
(r) { OO ;or<a




iv):
Wieder analog wobei aufserhalb des Aufienleiters Feld und Potential 0 sind. Das Potential
innerhalb des Aufenleiters verdndert sich damit zu:

2-n(%); b>r>a
Te r
O(r) = 27?‘@[71(%) ;o r>Db

0 sonst

3 (Spiegelladung)

Betrachten Sie folgende Anordnung.

a) Verwenden Sie die Methode der Spiegelladung um die Greensche Funktion zu finden

Losung:
Die Greensche Funktion muss eine Grundlésung der Poisson-Gleichung sein und gleich-
zeitig die Randbedingungen erfiillen also:

AG*-”_4m§:5x—x und G(Z, 7)|s—ovy—o = 0
Mit der Methode der Spiegelladung findet man als Lésung:

1 1 1 1
A N B E e 3 B R S B Y

Gz, ) =
wobei 77 definiert ist als 7y mit negativer x- und 75 als 7y mit negativer y-Komponente.

b) Berechnen Sie ds Monopol- ,Dipol- und Quadrupolmoment,

Losung:
Es gilt mit p(2") = ¢o(2" — 719):

. 1 N o 1 q q q q
O(7) = B G(F. T )p(T) = _ _
(7) 4mm/ TG T)p(T) 4m0Qf—%(ﬂf+%\|f—a||f—@

Die Ladungsverteilung scheint nun also anders zu sein als zu Beginn (Influenzladungen):

p(T) = q8(& — 7o) + qd(T' + 70) — qd(T = 71) — qo (T — 75)
Damit ist das Monopolmoment sofort als 0 erkennbar.
Auch das Dipolmoment ist sofort als 0 erkennbar, wenn man ; = —r5 beachtet.
Fiir den Quadrupoltensor setzen wir zunéchst die z-Komponente aller Vektoren =0. Es
folgt:

Quw = 2g(2rax — ray) — 2q(2rix — riy) =0=Qy = Q..



Fiir die auferdiagonalen Elemente folgt:

Qymz@xy - 6Q(7‘0,:p7”0,y) - 6Q(T1,:prl,y) - 1QQ(TO,ITO,y>
Die anderen Auferdiagonalelemente sind 0, da alle z-Komponenten 0 sind.

¢) Wie sieht das elektrische Feld aus? Welche Kraft wirkt auf die Ladung

Losung:

= > 1 q(f —70) | q(@+70) q@—71) q(T—7H)

E =-Vo = - — - -
(7) )= Tre (|:f—ﬁ)|3 TETRP  F-AP JF-RP

Es resultiert fiir die Ladung am Ort 7 eine Kraft von:

2 - - -
P4 (27’0 270 2C 2T0,yey)
=g 337 <3 T g3
dmeg \ 81 815 2 815,y

Diese Kraft ist insgesamt auf die Ecke hin gerichtet.

1.4 (Potential an einer Ecke)

Nun betrachten wir die Anordnung aus 1.5 umgekehrt:

v

a) Das Potential im Leiter sei auf 0 festgelegt, berchnen Sie mit Hilfe eines Separations-
ansatzes das Potential aufserhalb des Leiters

Losung:
Zunichst stellen wir fest, dass das Problem symmetrisch in z-Richtung ist.

Es gilt nun die Poisson-Gleichung:
AP =0

Der Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten (ohne z-Richtung) hat die Form:
1 1.,
A= ;&(r&) + ﬁad,

Wihle den Separationsansatz ®(r, ¢) = a(r)b(¢)

Es folgt:

1

AD = ;(a’(r) +ra”(r))b(¢) + _ag) V'(p) =0

diese Gleichung zerfillt komplett in Terme nur abhéngig von r bzw. ¢, wenn man sie mit

% multipliziert.

/ " L b//(¢) _
r(a'(r) 4+ ra (r))a(r) + o) 0
——



In den Fillen ¢ > 0 folgt aus den Randbedingungen b(0) = b(3F) = 0 auch b(¢) = 0V.
Diese Fille interessieren nicht weiter und wir betrachten 0 > ¢ =: —v2. Wir haben nun
eine Schwingungsgleichung:

2b(0) + 1°b(¢) = 0

Losungsansatz: b(¢) = Acos(v¢) + Bsin(v¢) Aus den Randbedingungen folgt nun: A = 0
und I/%W =mm;m € N, also

2
b(¢p) = A,sin (gmgb)
nun wenden wir uns a(r) zu. mit obigen Bezeichnungen gilt:

r(d (r)+rd"(r)) = v2 a(r)

_4..2
_9m

Ansatz hierfiir ist: a,,(r) = Cyyr3™ + D,r=3m
Hier haben wir als Randbedingung a,,(0) = 0. Es folgt also D,, =0

Der endgiiltige Ausdruck fiir das Potential ist eine Linearkombination aller Losungen,

also:
oo 9 o 9
(I)(T, ¢) = leAmSZTL (g?ﬂ@ﬁ) Cmr%m = leAszZTZ (§m¢) ’l“%m

b) Bestimmen Sie das Verhalten des Potentials in der Néhe der Ecke. Wie verhilt sich
die elektrische Feldstérke nahe an der Ecke?

(Der Laplaceoperator hat in Zylinderkoordinaten die Form: %8;, (pd,) + p%@d% +0%)

Losung:

Wi

r— 0= &(r,¢) xr

Der relevante Gradient hat die Form:

= N 1.
V7‘7¢ = 0., + ;8¢€¢

Man erkennt r — 0 = E divergent.

1.5 (Dipolfelder)

Berechnen Sie die Felder elektrischer und magnetischer Punktdipole und bestimmen Sie
daraus die Energie eines Punktdipols im Dipolfeld eines 2. Punktdipols mit entgegenge-
setztem Dipolmoment im Abstand r.

Losung:
Es gilt:




In Aufgabe 1 d) ist das Vektropotential fiir ein magnetisches Dipolfeld gegeben.

Es gilt die Identitat:

z z = -\ T . z r . 3(mz)r —m
t X —= = TV _'—(_'V>T _)d = —Td N = e
r0 (m ’95‘3) (’95‘3 )m m EE +m div (]a:\?’) EE v () EE
N / A J/ J/

Fiir die Energie betrachten wir nur den elektrischen Fall. Der magnetische Fall sieht
genauso aus.
1 p? — 3p*cos®(0)

Uy, =—p1FEy =
el D1l Areq 3

Wobei 6 den Winkel zwischen den Dipolmomenten und der Verbindungsachse der Dipole
angibt.

6 (Quadratur des Kreises)

Betrachten Sie einen Draht der Lange L, der von einem Strom I durchflossen wird und
berechnen Sie fiir folgende Anordnungen das Magnetfeld auf der z-Achse:

a) Der Draht ist zu einem Kreis gebogen (Biot-Savartsches Gesetz)

Losung:

Zunéachst leiten wir das Biot-Savartsche Gesetz fiir Linienstrome her:
o I ds’
A o /LO

Cdrn J |72

Rotation uns Integral konnen vertauscht werden, da die Rotation in Koordinaten von x
und das Integral iiber Koordinaten x’ gebildet werden. Aus dem selben Grund folgt auch:

d—'r R 1 = _
mtx(|_8):v wdi— - T g
X

— .Z’|—» —»/|

T— 2 r—x

Es folgt das Biot-Savartsche Gesetz:

4 |z — 2|3

Im Falle des Kreisdrahtes gilt:

0 I cos(9) —sin(¢)
T=|0|;@=—| sin(@) | ;ds==2Ldp| cos(o)
2 A 0
cos(¢) 2z
5 )_uUILZ / d6 | sin() % poll? 1



b) Der Draht ist zu einem Quadrat gebogen (Randeffekte heben sich auf und miissen
nicht beriicksichtigt werden)

Losung:

Aus Symmetriegriinden gilt: g(z) = B.e, und B, setzt sich aus den 4 Einzelbeitrigen
zusammen. Wir berechnen den Beitrag des rechten Drahtes und multiplizieren ihn mit 4.
Dazu benotigen wir:

d Y 1
dy <a\/a+y2>  Va+a®

Nun gilt:

0 L 0
=10 ]|;47=1|yw :ds'=dy | 1 | Esfolgt fiir die gesamte z-Komponente des

z 0 0
B-Feldes:

&
pol L[5 1 polL Y
B:(2) = Eg/L Y 2 57 8 L2 /L2 -
8
/,L0[L2 1




