A. Ubungsaufgaben

A.1. Aufgaben zum Kapitel 4

A.1.1. Tutoraufgaben

Aufgabe 1 (Hausaufgabe Blatt 12) Man lose das RAWP mit Hilfe des Ansatzes von d’Alembert

(PDGL) Ugt (2, 1) — U (2,8) =0 ,0 <z < 00 ,t >0,
(AB) u(z,0) = f(z) ,2 >0,

u(z,0) = g(x) ;o >0,
(RB) uz(0,8) = h(t) ,t >0,

wobei f(£),g(§), h(§) nur fiir § > 0 definiert und dort hinreichend oft differenzierbar sind.

HINWEIS:

Man bestimme zundichst mit den AB eine Lisung im Bestimmtheitsbereich By = {(z,t) ,0 >t > x}
und anschlieflend mit den RB und den Werten u(t,t) ,t > 0 wiederum mit der Formel von d’Alembert
eine Losung in By = {(z,t) ,0 > x > t}, siehe Abb.A.1

Abbildung A.1.: Bestimmtheitsbereiche By ;.

Aufgabe 2 Mittels Separationsansatz der Form u(x,t) = X(x)T'(t) lose man das RAWP (siehe
Abb.A.2) zur Wellengleichung

]

Abbildung A.2.: Anfangsbedingung u,(z)




A. Ubungsaufgaben

(PDGL) U (7,1) — gy (z,t) =0,

(AB) u(z,0) = up(z) =

(RB) u(0,t) = u(l,t) =
Aufgabe 3 Gegeben sei die lineare PDGL

Up = Ugy + 6uz +9u ,x € [0,7] , t>0.

Man bestimme alle linear unabhdngigen Losungen (Basislosungen) der Form

u(z,t) = f(x)g(t), (Separationsansatz)

die den Randbedingungen u(0,t) = 0 und u(rw,t) = 0 fiir t > 0 geniigen.

Aufgabe 4 (Hausaufgabe Blatt 13)

a) Zur numerischen Losung des Dirichlet-Problems

~ule,y) = fle.p) . (o) €20 1P0. A

mit Nullrandbedingung u o 0
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Abbildung A.3.: Diskretisierung von 2.

wende man den 5-Punkte-Stern auf die vorgegebene dquidistante Diskretisierung (vgl.
Abb.A.3) mit inneren Punkten Z, ..., Z¢ an. Welche Form und Bandbreite hat die Sy-
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A.l. Aufgaben zum Kapitel 4

stemmatrix des resultierenden linearen Gleichungssystems

(Anun(Z;));

..........

b) Wie sieht die Matrix Ay, mit der Diskretisierung aus a) fiir die Helmholtz-Gleichung

auf dem Gebiet €} mit Nullrandbedingung aus?

A.1.2. Aufgaben zum eigenstindigen Uben

Aufgabe 5 Man lose mit Hilfe des Losungsansatzes von d’Alembert

Uy = AUy, ,0<x<m, t>0, (Wellengleichung)
1
w(z,0) = 3 cos% ,0< 2 <4 (Anfangsbedingung)

, (Bedingung entlang

w(2t,t) =sint ,0<t <

AN

der Charakteristik v = 2t).

Wo ist die Losung definiert?

Aufgabe 6 Man lose mit Hilfe des Losungsansatzes von d’Alembert

U = Uge ,0< < g, t>0, (Wellengleichung)
ug(0,t) =sint ,0<t<m, (Randbedingung)
u(t,t) =2sin’t ,0<t< g , (Bedingung entlang

der Charakteristik).

Wo ist die Losung definiert?

Aufgabe 7 Mittels Separationsansatz lose man
a) Ugy + Yty — xuy =0
b) xuzy —u, —y =0

C) Uyy + Uy tanx = u
Aufgabe 8 Gegeben Sei die lineare PDGL
Up = Upp +4u ,x €RE>0.
a) Man bestimme alle Losungen (Basislosungen) der Form
u(z,t) = f(z)g(t)

die der Periodizititsbedingung u(x + 2w, t) = u(z,t) fiir v € R,t > 0 geniigen.
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A. Ubungsaufgaben

b) Durch den Ansatz als unendliche Linearkombination aus a) (Superposition) bestimme man
eine 2m-periodische Losung, die der Anfangsbedingung

u(z,0) =1+sindx ,x €R,
geniigt.

Aufgabe 9 Zur numerischen Losung des Dirichlet-Problems
—AU(SE,y) = f(%y) ) (x,y) € Q )
5
Q={(zy)y<r<y+l 0<y<z}

mit Nullrandbedingung u o 0
Q
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Abbildung A .4.: Diskretisierung von 2.

wende man den 5-Punkte-Stern auf die vorgegebene dquidistante Diskretisierung (vgl. Abb.A.4) mit

inneren Punkten Z, ..., Zg an.

a) Man stelle die Systemmatrix Ay, des resultierenden Gleichungssystems

b) Welche Struktur (Anzahl der Sub-, Superdiagonalen) hat Ay, ?

v



B. Losungsskizzen zu den
Ubungsaufgaben

B.1. Losungen zum Kapitel 4

B.1.1. Tutoraufgaben

Losungsskizze 1




B. Losungsskizzen zu den Ubungsaufgaben
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B.1. Losungen zum Kapitel 4
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B. Losungsskizzen zu den Ubungsaufgaben

Losungsskizze 2 Im folgenden deutet der Punkt die Differentiation nach der Zeit t und der Strich die
Differentiation nach dem Ort x an.

* der Ansatz eingesetzt in die PDGL ergibt

X"(x)T(t) = 0—12X(a;)T(t) |+ X (2)T(t)
:>021T:Xy”:const:)\ eR

* somit erhdlt man die zwei gewohnlichen DGL

(DGLI) X"+ XX =0,
(DGL2) T + AN°T =0

* aus der Randbedingung folgt

(RBI) X(0)=X()=0

* da die Losungsfunktionen der DGLI/2 fiir A\ = 0 Geraden sind, ergeben sie keine nichttrivialen
Losungen, die die RB erfiillen. Fiir A # 0 ergeben sich die allgemeinen Losungen

X(x) = ay cos(Az) + agsin(Ax) ,
T(t) = by cos(Act) + by sin(Act)

* aus der RBI folgt

X(0)=ajcos(Ax) =0 = a; =0 X (1) =0+ agsin(Azr) =0,
k
— )\k e Tﬂ- ,
k ~ k - k
= Xj(r) = asin (wa) , Ty (t) = by, cos <T7Tct> + by sin (Twct>

* die vollstindige allgemeine Losung, die bisher nur die RB erfiillt, ergibt sich durch Superposi-
tion mit den neuen Koeffizienten aj, = ayb; i, by, = arbo, zu

= . km km (kT
u(z,t) = ;sm (Ta:) (ak Ccos (Tct> + by sin (Td))

* nun folgt die Anpassung an die allgemeinen AB

o0

k !
u(z,0) = E ay sin (Tﬂx) = up(x) ,
k=1

d.h. ai bzw. cbkkT“ sind somit die Fourier-Koeffizienten der Fourier-Reihen von ug(x) bwz.
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B.1. Losungen zum Kapitel 4

uy (). Diese sind definiert als:

2 [ k
a :—/ uo(x) sin (—W:r) dz |
A l

2 [ k
b = i uy () sin (wa) dz |
Nun berechnen wir die Fourierkoeffizienten fiir die explizit gegebenen Funktionen ug(z), uy ().

cu(z) =0 = b, =0

2 / z . (knm /l l—x . (kr
arp =—Ug —sin| —xz | dz + sin | —z | dz
l 0 @ l o l—a [

sinbx  xcosbx

mit /msin(bx)dx: I folgt

a —gu Lsim k—ﬁa —Lcos k—Wa —I—Lsin k—Wa
P kerZa l km l k2m2(l — a) l

1 2 2
- [l— cos(km) — ]i— cos(km)

l—alkm T

2o (a0l [(kn
+ 123 sin(km) + o cos (Ta) ])

212  sin (lmr%)
a(l —a) (km)?

:uo

» Endergebnis:

u(x,t) = uoa(flj ” > Sirzégj) sin (k%x) cos (?ct)

oo
k=1

Losungsskizze 3 Im folgenden deutet der Punkt die Differentiation nach der Zeit t und der Strich die
Differentiation nach dem Ort z an.

* der Ansatz eingesetzt in die PDGL ergibt
F(@)g(t) = f'(x)g(t) + 6 (x)g(t) + 9f (x)g(t) |: f(x)g(t)

+
9(t) _ f"(x) +6/'(x) +9f()
9(t) ()

= =const =c € R

* somit erhdlt man die zwei gewohnlichen DGL

(DGLI) f"+6f +(9—c)f =0,
(DGL2) g =cg

* aus der Randbedingung folgt
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B. Losungsskizzen zu den Ubungsaufgaben

(RBI) f(0) = f(m)=0
Zundichst wird die DGLI und RB1 betrachtet:

* das charakteristische Polynom und die Nullstellen sind

pPA) =N +6A+9—c=0 = N\jp=-3++c

» Fallunterscheidung! c > 0 liefert den Losungsansatz

f(z) = e (acosh(y/cz) + sinh(v/cx)) |

womit aus den RB1 folgt
f(0)=0 : 0=a+0=a=0,
f(mr)=0 : 0=e%(0+ bsinh(yvecn)) =b=0,
N——
>0
= nur triviale Lsg.
* ¢ = 0 gibt den Losungsansatz
f(z) =e " (a+bx),
womit aus den RBI folgt
f(0)=0 : 0=a+0=a=0,
f(r)=0 O0=e(a+br) =b=0,

= nur triviale Lsg.

* ¢ < 0 gibt den Losungsansatz

f(z) = e (acos(v/cx) + bsin(y/ez)) |

womit aus den RB1 folgt
f(0)=0 : 0=a+0 =a=0,
f(m)=0 0=e%"(0+ bsin(y/cr)) ,
=/|cr=kn, keN,
=c=c,=—k?,

= nichttriviale Eigenlsg. fi.(z) = by, sin(kx)e™3* .

Die Losung der DGL2 erhdlt man einfach durch aufintegrieren
Gk (t) = dke*k% .

Damit folgt fiir die Gesamtlosung das Endergebnis:

up(,t) = gu(t) fr(z) = bpdpe > e "t sin(kx) .



B.1. Losungen zum Kapitel 4

Losungsskizze 4
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B. Losungsskizzen zu den Ubungsaufgaben

B.1.2. Aufgaben zum eigenstiandigen Uben

Losungsskizze 5 Der Ansatz von d’Alembert ist mit ¢ = 2 — u(x,t) = o(x + 2t) + ¥ (x — 2t).

* die Anfangsbedingung in den Ansatz eingesetzt, ergibt

1
2¢' (x) — 29" (x) 250082 0<z<7T.

* die Bedingung entlang der Charakteristik ergibt

P(4t) +16(0) =sint ,0< ¢ < T,
bzw. mit T = 4t

= p(r) =sinz —%(0) O<T <7

* das letzte Ergebnis in die Randbedingung eingesetzt und fiir x und T die Variable 1 verwendet
(unter Beriicksichtigung des Definitionsbereichs), ergibt

I »n 1
/ —= — —_— = —_ = < <
V'(n) 4COS4 4cos4 0.,0<n<m,

somit ist

() = ¥(0) = const

Zusammen ergibt sich

2t
u(x,t) = sin <$—Z ) :

wobei der Definitionsbereich ¥ definiert ist durch

0<rtr=x+2t<m,

9 0<x<m,
0<n=2-2t<0,
t >0,
und dargestellt in Abb.B.1
t

v 4= (7-x)

Abbildung B.1.: Definitionsbereich 9.

Losungsskizze 6 Der Ansatz von d’Alembert ist wie iiblich u(x,t) = p(x +t) + ¢ (x — ).
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B.1. Losungen zum Kapitel 4
* die Randbedingung in den Ansatz eingesetzt, ergibt
O'(t)+ ' (—t) =sint ,0<t <.

* die Bedingung entlang der Charakteristik ergibt

Y

o(2t) + (0) = 2sin®t ,0 §t§g
bzw. mit =1t

p(7) = 2sin® 2 —(0) L0 T <7
* das letzte Ergebnis in die Randbedingung eingesetzt und T mit t ersetzt, ergibt

t t
23in§cos§+w'(—t) =sint ,0<t<m,
= Y (-t)=0 ,0<t <,

bzw. mit n = —t

1//(77):0 7_7T§77§07

somit ist

¥(n) = ¥(0) = const fiir ,—m <n <0

Das Endergebnis lautet somit

u(w.t) = plg +) + vlg - §) = 2’ (“”“'2”) ,

T n

wobei der Definitionsbereich V) definiert ist durch

O<t=x+t<m,

9 0<z< 7,
—T<n=x-1<0,
t >0,

und dargestellt in Abb.B.2
At i
_I\ - !‘_[‘ C //,"‘“-1’3 [‘?‘" )
/ .
%
;h 7
/u 't C‘ - (/&:r{M :lr
r‘\:
- T

Abbildung B.2.: Definitionsbereich ).
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B. Losungsskizzen zu den Ubungsaufgaben

Losungsskizze 7  a) uy,, + yu, — xu, = 0 mittels Ansatz u(z,y) = X ()Y (y); einsetzen
und Division durch X'Y" liefert mit der Separationskonstante ¢
yY X

I+ ==

Die Losung beider DGL erhdilt man durch Trennung der Variablen:

2

X(z) = Kiex | Y(y) = Kye¥e D

Endergebnis:

u(z,y) = Kes(Go*+av?) -

b) zugy — u, —y = 0 mittels Ansatz u(z,y) = X (2)Y (y), einsetzen und Division durch 'Y’
liefert mit der Separationskonstante c

Die Losung beider DGL erhdlt man durch Trennung der Variablen (bzw. scharfen Blick)

2
X(z)=—c+ Kz Y(y):%—i-Kg.

Endergebnis:

2

1
u(z,y) = (K — c)(% + ¢3) oder umsortiert = (Axy* + Bx + C) — §y2 .

) Uyy + Uy tanz = u mittels Ansatz u(z,y) = X (x)Y (y), einsetzen und Division durch
XY liefert mit der Separationskonstante c

Y// 1 B _X/
X

tanx = c.
Y

Fiir die Losung der X-DGL benétigt man [ ——dux. Es folgt X (z) = K; sin .

tanx

Die DGL in Y ist die iibliche DGL mit konstanten Koeffizienten mit der allgemeinen Lsg.
Y (y) = KyeVer® + Kze Vet d h. Fallunterscheidung fiir ¢ usw.

Losungsskizze 8 Im folgenden deutet der Punkt die Differentiation nach der Zeit t und der Strich die
Differentiation nach dem Ort x an.

* der Ansatz eingesetzt in die PDGL ergibt

F()glt) = £(x)gt) + 47 (2)g(t) | F(x)g()
§(t) _ f"(x) +4f(2)
g(t) /(@)

= =const =c € R

* somit erhdlt man die zwei gewohnlichen DGL

Xiv



B.1. Losungen zum Kapitel 4

(DGLI) f"+(4—c¢)f =0,
(DGL2) g = cg

* aus der Randbedingung folgt

(RBI) f(z+2m) = f(z)=0VR

Zundichst wird die DGLI und RB1 betrachtet:

das charakteristische Polynom und die Nullstellen sind

pPA) =N +4—c=0 = N\jp==+Vc—4

Fallunterscheidung! c > 4 liefert den Losungsansatz

f(x) = acosh(vc — 4x) + sinh(v/ ¢ — 4x) BB a=b=0.

f(z) = acos(v4 — cx) + bsin(vV4 — cx) ,
RBI: vV4—2r=k2r ,k €N
— c=c, =4k, fu(z) = acos(kz) + sin(kx)

¢ = 4 (kann als Grenzfall des vorherigen fiir k = 0 gesehen werden, daher der Index 0):
f@)=as+br 22 a=0 = fo(x) = by

Die Losung der DGL2 erhilt man einfach durch aufintegrieren und ¢, = 4 — k:

gi(t) = dpe 1 ke N,

Damit folgt fiir die Gesamt-Basislosungen

U0($,t) = a0b0€4t = %e‘lt y
up(z,t) = e (apdy, cos(kx) + bydy, sin(kz)) k€ N
\~/ \~/
ag b

und durch Superposition die vollstindige allgemeine Lsg.

u(z,t) = %e‘“ + Z U= (&k cos(kx) + by, Sin(km)) :
k=1

Die Koeffizienten werden nun durch Vergleich mit der Anfangsbedingung durch Koeffizientenvergleich
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B. Losungsskizzen zu den Ubungsaufgaben

bestimmt:

Damit ist das Endergebnis

u(z,0) =1+ sindz =

o | S

+ Z ay cos(kx)

o0

k=1

e %:1 ,b4:1 ,Rest:0.

u(z,t) = e + e ?sinda .

Losungsskizze 9
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