1 Losungsskizzen zu den
Ubungsaufgaben

1.1 Losungen zu den Aufgaben zum Kapitel 2

1.1.1 Tutoraufgaben

1. Man stellt fest: 0 < f(z,y) < 1 V(x,y) € G. Somit ist f beschrinkt auf G

a) Da f auf GG beschrinkt, ist f auf G Riemann-Integrabel

b) [[, f(z,y)dedy = lf Sfj% cos(zy)dy | dor = 1f3 [— sin(xy)]zzz dx
= — 1f (sin (5—13) — sin (%’Tx)) = — [COS (527rx) — Cos (%”x)]i’

2
= — COS(K’Tﬂ)—FCOS( )+Cos(2)—cos( )—O
2. G={(z,y) eER*: —R< a2 < R,—VR?>— 2> <y < VR*> — 2%}

VRZ—z2

a) [Jo wits drdy = de= [ [3In(a* + )] e da

-

VR2—z2 R
2
+
v? —R

R2—z2

l\DI»—t

R
/ [In(z* + R* — 2%) —In(2®* + R* — 2%)]| dz = 0
“R

b) [[, TSITHQ L drdp = f (77 sin(gp)dcp) dr =0

0

3. Wir miissen das Volumen der herausgestochenen Zylinder berechnen. Aus Symmetriegriinden
geniigt es, das Volumen eines halben Zylinders auszurechnen. Das herausgestochene Volumen
betrigt dann das Vierfache. Wir berechnen das Volumen des Zylinders (x — 5)2 +9y? < (5)2
zwischen der x-y-Ebene und der Kugel. Die Grundfliche des Zylinders ist ein Gebiet vom

TypII: G = {(x,y) eER*:0<z<r—a(r—z) <y<Jo(r— x)} Die Funktion, iiber

die wir integrieren miissen, muss die Oberflache der Kugel beschreiben, d.h. f(z,y) = z =
r?2 — x2 — y2. Somit

z(r—x)

VhZZ//Gf(x,y)dwdyzj / V2= a2 —2dy | de =
0

—\/ z(r—zx)
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Nun berechnen wir das Volumen des gleichen Kérpers im R3. Dazu miissen wir iiber das Volu-
men des Korpers die 1-Funktion integrieren. Der Korper ist hierbei

G = {(x,y,z) cR:0<ao<r—alr—z)<y<Valr—z),0<z< \/7’2—562—3;2}

. Die Integration in kartesischen Koordinaten wiirde nach der Integration iiber z auf das Gleiche
wie oben fiihren. Wir fithren nun neue Koordinaten ein

L pcos(p)
iR = R ah(p,p,2) = | psin(ep)
z
Die Jacobi-Matrix hiervon ist
cos(p) —psin(e) 0
Jy=| sin(p) pcos(p) 0
0 0 1
Somit ist die Jacobideterminante |J,| = pcos’(¢) + psin®(yp) = p. Wir iiberle-
gen uns noch die Grenze fir z in den neuen Koordinaten: z < r2—ax?—y? =

V12 — p?sin®(p) — p2 cos(p) = /12 — p?. Wie man sich anhand einer Skizze schnell klar-
macht, ist das Integrationsgebiet in den neuen Koordinaten

H={(p.02) € B 10 < p < reos(e) 2 < p< 20 <2< Vi~ )

Nun gilt nach dem Transformationssatz:

// o @b 2) dedydz = / / /H f((w,y,2)) | o] dpdipdz

f ist aber, wie oben schon gesagt, die 1-Funktion. Somit ist

rcos(e) [ VTP

Viz= [[[ s 1ldpagiz= [ | [ | [ pde|dp|a
H

-5 0 0

INE]

rcos(p)

i ; 1 3
=/ / p\/r? — pRdp ds@——/[g(rz—pQV
0

[ME]
to\:l

1
= -7’ W—é
(3)

wie oben. Das Volumen des Restkorpers ist somit V = Vi —4- V), =

2. Wie man feststellt, kommt die Zahl 7 nicht mehr vor.

g’/T’l“?’—%?TT + 5 15 rd =
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4. Wir parametrisieren die Oberfliche der Kugel durch

pcos(yp)
YR = R3 N(p,p) = psin(p)
/r2 = p2
Nun ist ein Achtel der herausgeschnittenen Oberfliche S = X(M) mit M =
{(p,p) €R?:0 < < %,0<p<rcos(p)}. Man berechnet nun
cos() —psin(p)
Y, = sin(¢p) und X, = | pcos(y)
__r 0
r2—p2
und somit
p? cos(p)
o , peos(y) ,
PP p* sin(p) = psu’l(gp) — N 0,
P v \/m 7“2—p T2—p2 7’2—p2 ( )
psin®(ip) p cos?(o)

Somit ist das Oberflichenelement

o peost) , T
dw = ||—==—= [ psin(y) dpdyp = —\/ p? cos?(p) + p?sin®(p) + 12 — p2dpdyp =
/,,aQ _ p2 7’2 — p2 7’2 _ p2 /7~2
Also berechnet sich die gesuchte Oberfliche zu
3 [/ rcos(p)
8//dw:87“/ / Ldp dy
IS 7’2 _ p2
0 0
bl . bl
r cos(p
:87"/[— r2—p2} dgo:8r/(—\/r2—r2c082(<p)+r> dp
0
0 0

=8r? | (—sin(yp) + 1) dp = 8% [cos(p) + gph? — &2 <_1 + g) — A2 — &2

=)
[NE]

Anmerkung: Die Fliche der verbleibenden Teile der Kugel betriigt 477r% — 47r? 4 8r% = 82,
Auch hier kommt, wie schon in Aufgabe 3, die Zahl 7 nicht mehr vor. Den durch die Wegnahme
der Zylinder entstehenden Korper nennt man Viviani-Korper und seine Fldche Viviani-Fenster.

5. Wir benutzen elliptische Koordinaten
a-rsin(d¥) cos(p)
YR =R Y(z,y,2) = [ b-rsin(9)sin(p)

c-rcos(v)

mit H = {(r,d,p) e R*: 0<r <1,0<9 <7,0< ¢ < 2m}. Man sieht, dass ©(H) = B.
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Man erhalt fiir die Jacobi-Matrix

asin(¥) cos(p) arcos(d)cos(p) —arsin() sin(p)
Jy = | bsin(d)cos(p) brcos(V)sin(yp)  brsin(d) cos(p)
ccos(0) —crsin(v) 0

und fiir die Jacobi-Determinante |.J;,| = aber? sin(¢). Somit ist

1 T 21

Vi = /// 1 dzdydz :/ / /abcr2 sin(¥) dy | dv | dr
B

0 0 0

™

1 2 4
= abc- 27 - 3 / sin() dv = ?ﬂ-abc [—cos(¥)]y = ?ﬂabc
0

Und weiterhin

1 T 21

/// 7 dxdydz:/ / /a3bcr4sin3(19) cos* (@) dy | di | dr
B

0 \o \D

1, [1/1 . o, Tl 2 4
= — . —_ — 2 — —_ = — . . _—— 2 = —

£a bc [2 (2 sin(2y) —l—gp)h [3 cos” (1) c:os(z?)}0 £ bc-m 3 + 50 bc

6. Der Satz von Green besagt, dass [, (9,92 — O,91) dzdy = $,, < g(x,y),dT >.

a) Wir stellen fest, dass y* = %y%. Somit setzen wir g(z,y) = ( ygm ) und erhalten mit

0
2= <( ),df>
//Ky 721{ ?/%

Wir parametrisieren also den Kreis: X : [0, 2r[— R?, A(t) = (Rcos(t), Rsin(t))”. Dann
ist \ = (—Rsin(t), Rcos(t))’. Damit ist

£ (24 < Cmmomnn ) () ) >

2w
1

_ / R cos? (1) sin?(t)dt — R [— (233 - %sm@x)ﬂ T T

™
16 . 4
0

dem Satz von Green:

2
b) Wir stellen fest, dass 2% 4 3? = %ﬁy + %y%. Somit setzen wir g(z,y) = ( yfgxy )
und erhalten mit dem Satz von Green und der gleichen Parametrisierung wie in (a):

2
// (x2+y2)dxdy:?§ <( §y>,d:f>
K oK Yy x

[y ) (g ) -
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2m
= 2R4/0082(t) sin?(¢) dt = gR4
0

7. Laut dem Satz von Gauss gilt [ [, div F(z,y, z) dzedydz = [[,, < F(x,y,z),7 >. In unse-
rem Fall ist G = {(z,y,2) ER*: 0 <2 < 2,22 — 1 <y < 3,0 < 2z < 1}. Somit ist

2 3 1

// <F(x,y,z),ﬁ>—/ / /divF(x,y,z)dz dy | dx
oG

0 21 0

2 3 1 2 3 . .
—/ / /(290 +xz)dz | dy | dx —/ / |:21’Z + §x22} dy | dx
0 \%2—1 \0 0 o1 #=0
2 3 2
1 17’
= 20+ —x | dy | do = 2xy + —xy dx
2 2",
0 \2-1 0

2 2
3 1 1 5
:/(6x+§x—2x3+2x—§x3+§x>d:c:/(1Ox—§x3)dx
0 0

2
= {5& — gﬁ] =20—-10=10
0

8. Der Satz von Stokes besagt

//<rotF,ﬁ>dw_j{ <F x>
S Rand S

-1
Wir berechnen zunichstrot F' =V X F' = 0 . Fur die Parametrisierung von S verwen-
0
den wir
x
2:R* - R, B(z,y) = Y
z? + P
mit
1 0
Yig = 0 und >, = 1
2z 2y
Damit ist
—2x
Yex Xy =| —2y
1

Das Integrationsgebiet ist M = {(x,y) € R? : |z| < 1, |z| < 1} mit X(M) = S. Somit ist

L/ 1 -1 —2x

/ <F,f>://<rotF,ﬁ>dw:/ /< 0 | 2y | >dr | dy
Rand S S 0 1

-1 —1
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1 1

:/ /(—Qx)dx dy =0

1.1.2 Aufgaben zum eigenstindigen Uben

7 [ 2n 7
. 2 917
L ff flop)dady = | (1 2 cos(y) dy) e = [ et sin(y)[ do = 75 [3'] = 2%
4
2. Der gegebene Bereich ist vom Typ Il: A = {(z,y) e R?: 0 <z < 1,0 <y < 1+ 2%} . Somit
ist

I2

1
// 2* +y?) dody = / / 2* +y*)dy | dx
0

1

/ I 1 1 1
:/{xZ—l——y?’} d:cz/(:ﬁ—l— (1+1:)>dx:/<x2+—+x2+a:4+—:c6)d:c
37 1, 3 3 3
0

0 0
Lo ls 2, 1 Y131
= |—x - - - = -—
217 57 37 37|, 105

3. Seig: R — R?, g(z,y) = ( 2 ).Nach Satz von Green gilt:

F:// 1da:dy:7{<g(x,y),f>
Astroide ¥

Die Parametrisierung der Astroide war schon gegeben, wir brauchen nur noch v =
R(—3cos?(t) sin(t), 3sin?(t) cos(t))T und berechnen damit

7€< g<x’y)’f>:/ﬂ < ( Rco()s3(t) )( Ei%}%sfﬁsz()iilr(l()) ) > di

2w

= 3R2/sin2(t) cos*(t) dt = S%RQ
0

Anmerkung: Die Integration lésst sich entweder durch mehrmalige partielle Integration oder
durch die Formeln fiir den doppelten Winkel durchfiihren.

4. Man erhilt:
a) Man beschreibt C' durch C;, i = 1..4 die Kanten des Quadrats. Dann ist 7; : [—1, 1] — R?

und v (t) = (LT, w(t) = (=, )T, 33 = (=1, =) und 4 (t) = (t,—1)T. Dazu
berechnet man 4; = (0,1)7, 45 = (—1,0)7, 43 = (0, =1)T, 44, = (1,0)”. Somit

/<<exp( ) dr >= /tht—/exp dt+/t2dt+/exp
c
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/ 1,]" 4
2/t2dt:2{—t3} = -
371, 3

b) Nach Satz von Green gilt [ [, (0,92 — 9yg1) dxdy = §,, < g(x,y),dZ >. Somit gilt

1 1 1

/C < Pla,y), di >= / / (s — zexpley)) dy | do = / Bytexp(g;y)] 11d:c

-1 —1 -1

[ (- owtr i) o= [3r -t -]
4 4

= 5 —exp(1) + exp(—1) — exp(—1) + exp(1) = 5

5. Wir nehmen an, der Stil des Glases liege auf der z-Achse und das obere Ende liege am Koordi-
natenursprung. Nun benutzen wir Zylinderkoordinaten

pcos(p)
¢ R — Rs? w(pv 2 Z) - pSIH(Qp)
z

Wie in Aufgabe 3 der Zentraliibung gezeigt, ist die Funktionaldeterminante .J,, = p. Integrieren
miissen wir iiber H = {(p,gp, 2)ER:0<p<V2h0<p<2m,0<2< h}. Somit ist:

h 27 V'2h h 27 1 V3h
V= /// ldzdydz :/ / / pdp | dy | dz :/ / {ﬁpﬂ de | dz
Glas 0 \o 0 0 \o 0

h
= 27r/hdz = 21h?
0

Somit muss der Eichstrich bei h = 4/ % ~ 6.3 cm angebracht werden. Um die Oberfliche zu

berechnen, parametrisieren wir die Oberflache des Glases durch

rcos(p)
SR = R, E(rp) = | rsin(p)
1.2
57”
mit
cos(y) —rsin(p)
Y, = | sin(p) | und X, = rcos(yp)
r 0
Daraus ergibt sich fiir das Oberflachenelement
—r2 cos(p)
dw = HET X EQOH = —r? Sin(go) =rvr2 +1
r
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Integrieren muss man iiber M = {(r, P)ER*:0<r <V6h0<p< 27r} mit X(M) =
JGlas. Also

V6h 2

F(Glas):// 12, x Z| drdgpz/ /7’\/7’2+1ng dr
M
0

0

1 3 VGh 2 3
=27 l— (r* + 1)2} = —~(6h+ 1)2 ~ 506.18 cm’
3 0 3
6. Um die angegebene Oberfliche zu parametrisieren, benutzen wir Polarkoordinaten und para-
metrisieren
rcos(p)
YoR? =R N(r,0) = | rsin(p)
2412
Daraus berechnen wir
cos(p) —rsin(p)
Y, =\ sin(p) | und X, = 7 cos(yp)
2r 0
und daraus wiederum
—21r2 cos(ip)
X, XX, = —2r?sin(yp)
r
Dadurch erhdlt man fir das Oberflichenelement dw = ||X, x X, ||drdp =
Vart 412 = ry/4r2+ 1. Der Bereich, iiber den wir Integrieren miissen, ist

M={(r,p) ER*:0<r < R,0<¢<2r},mitS(M)=S5.Also ist

R 2
F(S)z//sldcu://M ||ET><E¢Hd7"dcp:/ /rv47“2+1dg0 dr
o \0

1 ,17 ,
=2 [1—2(4r2 + 1)3}0 = %(432 +1)2

7. Der Satz von Stokes besagt

//<rotF,ﬁ>dw:y{ < F, 7>
S Rand S

rz—1
Wir berechnen zunéchst rot ' = V X F' = —yz . Fiir die Parametrisierung von S
-1
verwenden wir
x
¥R - R?, N(2,y) = Y
1 0 —2x
mit X, = 0 und >, = 1 ). Damitist ¥, x Y, = | —4y |.Das Integrationsge-
2x 4y 1
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bietist M = {(z,y) € R? : |x| < 1, |z| < 1} mit X(M) = S. Somit ist

L/ z(z? +2y?) — 1 —2z

/ <F,f>://<rotF,ﬁ>dw:/ /< —y(z? + 29?) N 4y | >dx | dy
Rand S S -1 1

S \4
1 /1
— / / (—22" — da?y? + 22 + daPy® — 8y* — 1) dx | dy
S \O
1 /1
:/ /(—2x4+2x—8y4—1)) dz | dy
S \4
1 1

2 ! 14 28
= / {—gx‘r’ + 2% — 8ytw — x} ; dy = / <_€ — 16y4) dy = =

-1 -1




