B. Losungsskizzen zu den
Ubungsaufgaben

B.1. Losungen zum Kapitel 1

B.1.1. Tutoraufgaben
Losungsskizze 1 Wir gehen zuerst nach dem Losungsverfahren 1 vor.

Schritt 1: Bestimmung der Losung des homogenen DGL-Systems i, = Ay,

1. Wir bestimmen das charakteristische Polynom
p(A) = det(A — A1) = (=1 — N)2(\* 4+ 1)

und die Eigenwerte aus p(\) = 0 und erhalten als Ergebnis:

’ Eigenwert ‘ algebraische Vielfachheit ‘

)\172 = —1 2
A3 =i 1
A= —1 1

2. Eigenrdume/ Hauptvektoren/ Fundamentallosungen

* U No = —1: aus 0 = (A — X\ 21)7 folgt: © = 0(1,0,0,0)" = o0, und E(—1) =
({th}). Da dim E(—1) = 1 # 2 = algebraische Vielfachheit = es existiert einen zu v,
unabhiingigen Hauptvektor hy, wegen dim E(—1) = 1 lisst sich dieser aus der Gleichung

Uy

(A= M\o1)hy

bestimmen (siehe Losungsverfahren 1 Schritt 2, Punkt 5). Man erhdilt Hg = (0,1,0,0)%.
Damit lauten die Fundamentallosungen zum Eigenwert —1:

1 0 1
. ) . N 1 0
yl_e O ) y2_6 O +I O
0 0 0

e zu Xy =iaus 0 = (A — \g1)T folgt: T = 0(0,1,4,1)7 = o3 und E(i) = ({#3}). Da
dim E(i) = 1 = algebraische Vielfachheit lautet die komplexe Fundamentallisung zum
Eigenwert i:

l
S
]
—_ = O




B. Lésungsskizzen zu den Ubungsaufgaben

* zu Ay = —1i erhalten wir (nach Losungsverfahren 1 Schritt 2, Punkt 3) unmittelbar
0
od [%a ]-
Z4 = € .
—1
1

e " xe " 0 0
o ~ L 0 e ? cosx sin x
{41, %>, Re(Z3), Im(%5)} = 0 ’ 0 | —sinxz || cosz
0 0 COS T sinx

e v ge® 0 0
W _ 0 e* cosx sinz
() = 0 0 —sinz cosxz
0 0 cosr sinz

Schritt 2: Bestimmung einer Partikuldren Losung von
7 (x) = Aj(w) + by + bo = Agi(w) + 5

Ansatzmethode ist im allgemeinen immer schneller. Hier spalten wir die Inhomogenitdt Z;(x) auf und
verwenden (1.7).

1. Die partikuldire Losung von

-1 1 0 -1 1
0O -1 1 1 5 . 1
gj;l(w) = 0 0 0 —1 |Wm (x) — 17sin(2x) 1
0 0 1 0 1

ermitteln wir mit Hilfe der Ansatzmethode (Losungsverfahren 3). Da 2i kein Eigenwert von A
ist, konnen wir den Ansatz

21 (7) = ¥, w e C*

verwenden und erhalten nach Einsetzen in

-1 1 0 -1 1
0 -1 1 1 - i | 1
5;;1(1’) = 0 0 0 —1 Zpl(x) - 1762 1
0 0 1 0 1
das Ergebnis: W = %(—3 +6i,5+ 10i, —5 + 10i, 5 + 10:)T somit lautet die reelle partikuliire
Losung
6 -3
. B . 17 10 . 5
U () = Im (Zp(x)) = 15 cos(2x) 0 |+ sin(2x) 5
10 5
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B.1. Lésungen zum Kapitel 1

2. Die partikulire Losung von

-1 1 0 -1 1
S I I e B |2
pr(x) - 0 0 0 —1 yPQ(x) +xe 0
0 0 1 0 2

bestimmen wir durch Variation der Konstanten. (Falls die Ansatzmethode verwendet wird, muss
zusdtzlich beachtet werden, dass —1 ein Eigenwert von A ist!!!). Wir setzen

Yp2(2) = W (z)c()

an und erhalten mit (Losungsverfahren 2)

et ge® 0 0 1
0 e®* cosx sinx &(x) = we® 2 -
0 0 —sinz cosz N 0
0 0 cosx sinzx 2
e ge® 0 0 1
0 e * 0 0 = R
e 0 0 —sinz cosz |°€ () = ze 0
0 0 cosxr singx 2
nach Matrixinversion erhalten wir
et —xe” 0 0 xre * T
0 e’ 0 0 0 0
_l — —_
¢(z) = 0 0 —sinz cosx 0 | 2zcosxe®
0 0 cosxr sinx 2xe " 2rsinxe™”
$2
2
= dx) = 0

—e *(zrcosx — (x + 1)sinx)
—e *((x 4+ 1)cosx + xsinx)

somit ist
z?
2

To(z) = W(z)e(z) = e -

Die allgemeine Losung ist somit gegeben durch

y_’(x) = W(x)c+ ?jpl(x) + gp2(x) ceR*

Losungsskizze 2
Wir setzen zuerst u = y' und losen die entstandene DGL 1. Ordnung

/ —
Die homogene DGL
, x
(@) = ()
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B. Lésungsskizzen zu den Ubungsaufgaben

ist trennbar, einfache Integration liefert die allgemeine Losung

d
uh:/ T = up(z) =Cv1+22, CeR

Ty 14 a2

Die partikuldre Losung der inhomogenen DGL ermitteln wir mittels Variation der Konstanten
up(z) =Cx)V1i+2a?2 = V1i+22C'(z)=2z = Cl)=V1+a?

als allgemeine Losung fiir u erhalten wir somit
u(z) = up(z) + up(z) = CVl+a2+1+2°, CeR

Integration liefert somit

C 3
y(z) = E(m/l + 22 + Arsinh(z)) + D + x + % C,DeR

Y(@)=Cv1l+a2+1+2°, CeR

Einsetzen der RB
y(0) + By'(0) = v = D+3(C+1)=v

yO)+y(1)=2 =  D+CV2=0

Subtraktion der 2. Gleichung von der ersten ergibt
(V2= B8) =B -~

1. B=+2undvy # 2 = keine Losung
2. B=V2undvy=+2 = C beliebig, D = —/2 = unendlich viele Lisungen
3. 34#V2 =C= \’8@;}5 D = —\/5\%_][3 => eine eindeutige Losung

Losungsskizze 3
a)GGL: 1 =0 <& y=1oderz=+2

= (0,-1)T ist GGL
= (2,1)T ist GGL
= (—2,1)7 ist GGL

(i) y = —1iny = 0 einsetzen liefert v = 0

(ii) x = +2iny = 0 einsetzen liefert y = 1

B3N

(iii) * = —2in y = 0 einsetzen liefert y = 1

Sei Floy) e ( (y Z(ll)(ilg;)ﬁ) ) = Jp= ( —21:@;;1) 4:;"’2 )

(i) Jp (75) = ( g Bl ) Da det Jp (¥5) = —8 = A1 - Ay haben die EW unterschiedliche Vorzei-

chen = 7 ist eine instabile GGL.

(ii) Jp (75) = ( _08 _02 ) Da beide EW negativ = T3 ist eine stabile GGL.

(iii) Jp (75) = ( 3 (2) ) Da mindestens ein EW positiv = % ist eine instabile GGL.

b) Die Phasenbahn-DGL

/ _Q: ZE(l—y)
R TRy
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B.1. Lésungen zum Kapitel 1

ist eine trennbare DGL. Fiir y # 1 gilt:

Yy T

1+y L
/1—y’dy :/4—33’261:6
Yo o
Integration liefert
2 2
Yo — 1 1. jx5—4
—(y — 1 — “Ip|20 =

welche die implizite Losung der Phasenbahn-DGL ist.

c) Als Zeichenhilfe berechnen wir:

1. Punkte, in denen die Phasenbahnen eine waagrechte Tangente haben sind gegeben durch 7 =
0 = x=0o0dery=1

2. Punkte, in denen die Phasenbahnen eine senkrechte Tangente haben sind gegeben durch © =
0 = x=242o0dery=—1

g Y

B.1.2. Aufgaben zum eigenstandigen Uben

Losungsskizze 4

e Ist Uy ein EV von A ? Wir setzen ein:
Av, = 31,

OK. d.h. vy ist ein EV von A zum EW )\, = 3.

o Ist 5171 ein HV 2. Stufe von A zum EV v, ? Wir setzen ein:
(A - )\11)5171 - 771

OK.

iX



B. Lésungsskizzen zu den Ubungsaufgaben

o st ELQ ein HV 3. Stufe von A zum EV v, ? Wir setzen ein:

(A - /\11)51,2 = 51,1

OK.
A<1717 ﬁl,l; ]_7:\1,2) = (A/l_j‘h A]_il,l’ AELQ) =
L . L A1

= <)\11717 Ul + )\1h171a hl,l + )\1h172) = (7717 h1,17 h1,2) 0 /\1 1

0 0 X\
A 10
e = T 'AT = 0 N 1
0 0 X\

o Allgemeine Lsg. von T = AT

f(t) = Cle/\ltl_}a + 626A1t<h1,1 + tl_ﬁ) + C36>\1t (h1,2 + thl,l + 5171)

Losungsskizze 5
Wir losen die Aufgabe nach dem allgemeinen Prinzip fiir lineare DGL Systeme (allerdings liegt hier
ein System mit variabler Systemmatrix vor!)

F=3,+ 7,

und bestimmen zuerst die allgemeine Losung des homogenen Systems

w=(3 D)o 2=(5)

Die 2. Zeile ist von der ersten entkoppelt und ergibt

W)= tn®) = ah=Ct CeR

Eingesetzt in die erste Zeile erhalten wir die lineare DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:
E(t) = £(t) + Ct

Losung der homogenen DGL:

fh(t) = fh(t) = fh(t) = De'
Losung der inhomogenen DGL mit Stérgliedansatz £,(t) = (Et 4+ F)e® liefert nach Einsetzen
E=FEt+F+Ct

Koeffizientenvergleich (Potenzen von t) liefert E = —C' und F = E = —C' und somit

fh(t):<Det_CCt(1+t>), CDER = W(t):(%t _(lt”))

Fiir die partikuldre Losung den inhomogenen Systems kann man im Falle von Systemen mit variabler



B.1. Lésungen zum Kapitel 1

Systemmatrix im allgemeinen keinen Storgliedansatz machen (hier eventuell schon). Wir suchen eine
partikuldire Losung den inhomogenen Systems durch Variation der Konstanten. Dazu setzen wir

Zp(t) = W(t)e(t)

und losen (mit b= (—2,0)7)

=g =+ w0 5(450) () -(3)

Integration liefert

5(t)=2e_t<(1)> = fp(t):(e(; _<1t+t>>2e_t((1)):(g>

Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems ist somit

f(t):(%t _(1t+t>)(g>+(§>, C,DeR

Wir bestimmen noch die Lésung des Anfangswertproblems: Durch einsetzen von T(1) = (0,1)T er-
halten wir D = 0 und C' = 1. Die Losung des Anfangswertproblems ist somit

[ —(t+1) 2
Z(t) = ( ; 1 g
Losungsskizze 6

Wir wandeln die homogenen lineare DGL 3. Ordnung in ein System von DGL 1. Ordnung um, indem
wir 3 Hilfsfunktionen einfiihren:
n=y =y wp=y
Wir erhalten das System
0
0
—2

Nun EW und EV aus 0 = N> —2)\? = A+ 2= (A —2)A+ 1)(A—1). Die EW \; = =1, Ay = 1
und A3 = 2 sind paarweise verschieden, d.h. die Systemmatrix ist diagonalisierbar. Die zugehorige
EV sind:

1
0
1

1 1 1
171 - —1 62 = 1 175 = 2
1 1 4

1 1 1
e | =1 |, 1 ],e*| 2
1 1 4

das Fundamentalsystem fiir die DGL 3. Ordnung ist

{e—x’ ex’ 6230}
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B. Lésungsskizzen zu den Ubungsaufgaben

Losungsskizze 7
Die allgemeine Losung der DGL lautet

w(x) = Acos(A\x) + Bsin(Ax) + CAx + D

mit der Ableitung
w'(x) = =AAsin(Az) + AB cos(Az) + CA

Aus der Geometrie (keine vertikale Verschiebung und keine Neigung an den Enden) erhalten wir als
Randbedingungen:

w0)=0 = A+D=0 = D=-A

w'(0)=0 = B+C=0 = (C=-B

Eingesetzt in die restlichen Randbedingungen erhalten wir folgende Gleichungen
w(L)\ (0 N cos(AL) =1 sin(AL) — AL AY (0
w'(L) )\ 0 —sin(AL)  cos(AL) —1 B) \0
Die obige Gleichung besitzt nur dann Losungen A # 0 # B, wenn

cos(AL) — 1 sin(AL) — AL
det ( —sin(AL)  cos(AL) —1 ) =0

Dies liefert

1 1 1
2 —2cos(AL) = ALsin(AL) < sin (5/\[/) lél sin (5)\[/) — AL cos (;\L)] =0

Sei x = ATL Nun miissen die Nullstellen von

sin x und 2tan(z) — x

verglichen werden. Wiihrend die kleineste positive Nullstelle von sinx durch m gegeben ist, ist die
kleinste positive Nullstelle von 2tan(z) — x > m. Also ist \* = 27“ der kleinste Eigenwert und wir

erhalten fiir die kritische Kraft:
4mlE1

Forir = N'EI = ——

Losungsskizze 8

Die DGL lisst sich zu einer linearen DGL mit variablen Koeffizienten umformen

22y +xy + Ay =0
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B.1. Lésungen zum Kapitel 1

Wir verwenden die angegebene Substitution

At) =yl@) =y(e") = i(t)=y(2)z () =y"(2)2" +y(2)z

und erhalten somit eine linear DGL mit konstanten Koeffizienten:
(Z(t) = 2(t)+ 2(t) + Xz(t) =0 < Z(t)+Az(t) =0

mit dem charakteristischen Polynom:
P(p) = p* + A

1. A<0 = mo=EtvV-A=FpeR = z(t) = ¢ cosh(ut) + cysinh(ut)

22.0=0 = (2= 0doppelte NST = z(t)=c1+cot

3A>0 = mo=+iVA=+imciR = z(t) = ¢ cos(mt) + cysin(mt)
Riicksubstitution

1. A<0 = mo=Etv-A=2tp€eR = y(zr)=ccosh(ulnz)+ cosinh(pInz)

22.0=0 = qp12=_0doppelte NST = y(x)=c1+clnzx

3A>0 = mo=4iVA=4imciR = y(x)=c cos(mlnz)+ cysin(mtlnz)
Anpassen an Randbedingungen

1A <0: 9(x) = [ersinh(uInz) + cycosh(plna)] £, Mit (1) = 0 = ¢, = 0 und dann
y' (™) = 0 = ¢; = 0 erhalten wir nur die triviale Loésung y = 0.

2 A=0: y(z) =2 Miry(e’") =0 =y (1) = co = 0. Aber ¢, ist frei wiihlbar. Alle
konstanten Funktionen sind Eigenfunktionen zum Eigenwert \ = 0.

3.A>0: ¥(z) = [~asin(mnz) + cycos(mInz)] £ Mit y'(1) = 0 folgt c; = 0. Fiir die
Bedingung v/ (¢*™) = 0 erhalten wir die Bedingungsgleichung fiir m = v/\:
: k
sin(2rm) =0 = m= g, keN

Damit erhalten wir nur dann nichttriviale (c; # 0) Losungen, wenn X\ = k? /4 mit k € N. Diese
lauten

k
yr(x) = acos (5 lnx) , a€R

Losungsskizze 9
a)GGL: y=0 << y=0oderx=1

(i) y = 0in & = 0 einsetzen liefert x = 0 7= (0,0)" ist GGL
(ii) * = 1in & = 0 einsetzen liefert y = 1 7= (1,17

(iii) und & := (1,—1)T sind GGL

ﬁ(:v,y)iz((g__ll)g) = JF:(y;l x2fy1>

(i) Jp (27) = ( _01 _01 ) Da beide EW negativ = 7 ist eine stabile GGL

Sei
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B. Lésungsskizzen zu den Ubungsaufgaben

(i) Jp (5) = ( (1) (2) ) A2 = ++/2. Da mindestens ein EW positiv = I ist eine instabile

GGL. (Hier Sattelpunkt)

(i) g (T5) = ( _01 —02

GGL. (Hier Sattelpunkt)

A2 = ++/2. Da mindestens ein EW positiv = T3 ist eine instabile

b) Die Phasenbahn-DGL

/ y (z—1)y
y (‘T) - T (yg . 1)$

ist eine trennbare DGL. . .
-t

Y T

Integration liefert die implizite Losung

zoy = aypez W ¥3)-(wwo)

;o[ O T

Losungsskizze 10
a)GGL: y=0 << y=0oderx=1

(i) y = 0in & = 0 einsetzen liefert t = 0 7 = (0,0)T ist GGL
(ii) x = 1 in & = O einsetzen liefert y = 1 75 = (1,1)T ist GGL

Sei ( )
=  y—= [ y—2 T
F<x’y)'_(2y(1—x)) ~ JF_( —2y 2(1—:@)
. . 00 . : . e .
(i) Jp (27) = 02 /) Da mindestens ein EW positiv = x7 ist eine instabile GGL
(ii) Jp (25) = :; (1) Mg = 2(=144V7). Da Re(Mp) < 0= T ist ein asymptotisch
stabiler Strudelpunkt.

X1v
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Losungsskizze 11

a) GGL: © =0 <& x = %1 Einsetzen in y = 0 liefert y = 0. Wir erhalten 2 GGL:

(i) 77 = (1,0)"
(ii) @5 = (=1,0)"
Sei

= L Tz . Yy X
F<‘U’y)'—(1—x2> - JF_(—Q:E 0)

(i) IJp (77) = ( _02 (1) ) Mo = +ivV2 = Zentrum

(it) Ip (T3) = ( (2) _01 ) Mo = +iV2 = Zentrum

b) Die Phasenbahn-DGL ist trennbar

-2 +1 2 x
"(z) = s yr)=-224+=- & YP—yi=—(*—-2})+2In(=
V@) == @)= -20+= & P -if=—(—ad)+20n (=

Nach einer Umformung erhalten wir

= xger (V+a°—wi-u)

d.h. die Bahn durch (zo,y0)" = (0,7)T mit r € R beliebig ist eine Gerade (die Gerade x = 0).

c) Fiir den Anfangswert 7(0) = (0, —2)%ist die Phasenbahn die Gerade x = 0. Setzt man dies in die
DGL ein, so erhdlt man ein einfaches Anfangswertproblem:

mit der Losung
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